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რეზიუმე 

განხილულია სემდეგი სახის სხვაობიანი განტოლება 





m

i

ii kukpku
1

,0))(()()(   

სადაც   ,Nm  ფუნქციები  ,:  RNpi    NNi :  განსაზღვრულია ნატურალურ 

რიცხვთა სიმრავლეზე. i  ფუნქციებისთვის სრულდება პირობები 

                              


)(lim ki
k

          და        1)(  kki            ),...,1( mi  . 

სხვაობის ოპერატორი განსაზღვრულია შემდეგი სახით 

                                           ).()1()( kukuk   

ზემოთ მოყვანილი განტოლების ყოველი ამონახსნისთვის დადგენილია რხევადობის 

კრიტერიუმები. 
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1. შესავალი 

განვიხილოთ სხვაობიანი განტოლება  





m

i

ii kukpku
1

,0))(()()(                                   (1.1) 

სადაც 1m  ნატურალური რიცხვია, ,:  RNpi    NNi :  განსაზღვრულია 

ნატურალურ რიცხვთა სიმრავლეზე და ).()1()( kukuk    

ქვემოთ ყველგან ვიგულისხმოთ, რომ  სრულდება 

                  


)(lim ki
k

          და        1)(  kki            ),...,1( mi  .    (1.2) 

ყოველი Nm თვის აღვნიშნოთ სიმრავლე ,...}.1,{  nnNn  

განმარტება 1.1. ვთქვათ ,Nn  RNu :  ფუნქციას ვუწოდებთ (1.1) განტოლების 

წესიერ ამონახსნს nN  სიმრავლეზე, თუ გი აკმაყოფილებს (1.1) განტოლებას nN  

სიმრავლეზე და  

0}:)(sup{  kiiu           სადაც    nNk  . 

განმარტება 1.2. ვიტყვთ, რომ (1.1) განტოლების წესიერი ამონახსნი RNu n :

რხევადია, თუ ყოველი nNk  -თვის არსებობს kNnn 21, ისეთი, რომ .0)()( 21 nunu

წინააღმდეგ შემთხვევაში ვიტყვით, რომ ამონახსნი არაა რხევადი. 

განმარტება 1.3. ვიტყვით რომ (1.1) განტოლება რხევადია, თუ მისი ყოველი წესიერი 

ამონახსნი რხევადია. 

     წრფივი სხვაობიანი განტოლების  ((1.1)) ამონახსნების რხევადობის პრობლემა 

შესწავლილია რამდენიმე ავტორისმიერ [1-3. როცა m=1. ანალოგიური პრობლემები 

(1.1) განტოლებისათვის და დიფერენციალური განტოლებისათვის შესწავლილია 

შრომებში [4-10]. 

     აქ მოყვანილი ზოგიერთი შედეგები დამტკიცების გარეშე მოყვანილია [11] შრომაში. 
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2. ზოგიერთი დამხმარე ლემა 

შევაფასოთ შემდეგი გამოსახულება 

)1(

))((

ku

ku i
   mi ,...,1        და             ,

)1(

))((
1

1

mm

i

i

ku

ku














 

სადაც );0(:
0

kNu არარხევადი ამონახსნია (1.1) განტოლების. 

 

ლემა 2.1. ვთქვათ Nk 0  და );0(:
0

kNu  დადებითი ამონახსნია (1.1) 

განტოლების, მაშინ ყოველი  ,..}2,1{s თვის გვაქვს  

m
m

i

k

kj

s

mm

mm

i

i

i

jjpm
ku

ku
1

1 )(

1

1

1

1
)()(1

)1(

))((


















































  


  










           (2.1) 

სადაც           )( 0
* kk s

     ,..)2,1( s . 

s   და
* s  ფუნქციები განსაზღვრულია შემდეგნაირად 

)()()(

),()(

},)(,:max{)(

},,...,1);(min{)(

***

**

*

11

1

*

*

kkk

kk

ksNssk

mikk

ii

i

























       როცა  ,...)3,2(,  iNk            (2.2) 

 
 






 

m

i

k

kj

m

i

jmpk
1 )(

1

1 )(1)(


                         როცა  0kk                                     (2.3) 

mm

i

k

kj

s
m

s

i

jsmpk

1

1 )(

1

1

)()(1)(


















   

 





    როცა )( 0
* kk s

   ,..)3,2( s     (2.4) 
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



m

i

i jpjp
1

).()(                                                          (2.5) 

დამტკიცება.  (1.1) განტოლებიდან გვაქვს, რომ 


 




m

i

i

i
ku

ku
kp

ku

ku

1 )1(

))((
)(1

)1(

)( 
          როცა      )( 01 kk             (2.6) 

თუ განვიხილავთ (2.6) ტოლობის ორივე მხარის ნამრავლს ნამრავლს )(ki დან k

მდე  

 
 




























k

kj

m

i

i

i

k

kj ii
ju

ju
jp

ju

ju

)( 1)( )1(

))((
)(1

)1(

)(




     როცა   )( 02 kk    mi ,...1 . 

მიღებულ ტოლობაში თუ გავითვალისწინებთ შემდეგ ტოლობას   

)1(

))((

)1(

)(

)( 




 ku

ku

ju

ju i
k

kj i





, 

მაშინ 

 
 















k

kj

m

i

i

i

i

i
ju

ju
jp

ku

ku

)( 1 )1(

))((
)(1

)1(

))((




        როცა   )( 02 kk    mi ,...1 . 

თუ გამოვიყენებთ საშუალო არითმეტიკულისა და სასუალო გეომეტრიულის  

უტოლობას, უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ 

   

m

k

kj

mm

mm
i

i
ju

ju

jpm
ku

ku

1

)(

1

1

1

1 )1(

)((

)(1
)1(

))((




















































 


 




     როცა )( 02 kk    

mi ,...1  

მაშინ  უკანასკნელი უტოლობიდან გვაქვს 
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m

k

kj

mm

mmm

i

mm

i
ju

ju

jpm
ku

ku

1

)(

1

1

1

11

1

1

)1(

)((

)(1
)1(

))((





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








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
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


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


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



















































როცა )( 02 kk  .            

(2.7) 

(1.2) უტოლობით 

 
1

)1(

)1(

)1(

))((

)1(

))(( 1

1

1

1

1

1

































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
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


m

m

m
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ku





 

 

მაშინ (2.7)-დან გვაქვს, რომ 

mk

kj

m

m

i

mm

i

jmp
ku

ku 1
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1

1

1

1
)(1

)1(

))((



















 























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მაშინ 

m
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1
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1

1
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)1(
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


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
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(2.1) შესრულდა s=1-თვის. ვიგულისხმოთ, რომ   , . . . }2,1{s თვის სრულდება (2.1), 

მაშინ (2.7)-დან მივიღებთ 

m
k

kj

m
s
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jjpm
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ku
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
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













  ).( 01
* kk s

   

ამით ლემა დამტკიცებულია. 

ლემა 2.2.  ვთქვათ 
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0)(inflim 


kp
k

                                                   (2.8) 

და 

11:

)(1inflim

min
1 )(

1


































  

 








m

i

k

kj

m

k
i

jmp

                        (2.9) 

მაშინ 

  


)(inflimlim ks
ks

                                            (2.10) 

სადაც p  და s ფუნქციები მოცემულია (2.3)-(2.5) ტოლობებით. 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ 

  ,)(inflimlim 


 ks
ks

                                   (2.11) 

მაშინ (2.11)-დან ყოველი  )1;0(  თვის არსებობს Nsk 00 ;  ისეთი, რომ  

1)(   ks        როცა   
0kNk     და   

0sNs            (2.12) 

(2.12)-ის თანახმად (2.4)-დან  
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            როცა   *

0

 ss   

სადაც p განსაზღვრულია (2.5) ტოლობით. 
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უკანასკნელი უტოლობიდან  (2.11) ტოლობის თანახმად  
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(2.13) უტოლობის თანახმად ყოველი  );0(  თვის გვაქვს  
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რადგან უკანასკნელი უტოლობის მარჯვენა მხარე არაა დამოკიდებული  ზე 

განვიხილოთ ზღვარი როცა 0 ,  მაშინ მივიღებთ 

11:
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. 

ეს უკანასკნელი ეწინააღმდეგება (2.9) უტოლობას. მიღებული წინააღმდეგობა 

ამტკიცებს ლემის სამართლიანობას. 
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3.მთავარი შედეგები 

თეორემა 3.1. ვთქვათ  arsebobs Ns 0  და არაklebadi  ფუნქციები NNi :

mi ,...,1 ისეთი, რომ 

kkk ii  )(1)(        როცა  Nk     mi ,...,1              (3.1) 

და 

m

mm m

i

k

sj

m
s

m

k

ks

i
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jmpsp
i

i

1
)(1)(suplim
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1 1
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1
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



























  

 



  





           (3.2) 

მაშინ (1.1) განტოლება რხევადია, სადაც  
0s მოცემულია (2.3), (2.4) და (2.5) 

ტოლობებიდან როცა .0ss   

დამტკიცება.  დავუშვათ საწინააღმდეგო. ვთქვათ (1.1)განტოლებას აქვს არარხევადი 

წესიერი ამონახსნი RNu k 
0

: . )(ku  არის ასევე (1.1) განტოლების ამონახსნი, 

ჩვენ განვიხილავთ მხოლოდ დადებითი ამონახსნის შემთხვევას. მაშინ არსებობს  

01 kk   ისეთი, რომ 

0))(( ku i        როცა  
1kNk     .,...,1 mi   

ლემა 2.1-ის  თანახმად გვაქვს 
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1
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

















        როცა  ),( 1
* kk s

    ,...2,1s   (3.3) 

სადაც *s  და )(ks  ფუნქციები მოცემულია  (2.2)-(2.5) ტოლობებით. 

(1.1) განტოლებიდან (2.2), (3.1) და (2.6)-ის დახმარებით გვაქვს 

 
 


k
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m

j

jji

i

suspku
)( 1

))(()()((


      როცა   ),( 1
* kk s

   ,...2,1s   (3.4) 

და 
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საშუალო არითმეტიკულისა და საშუალო გეომეტრიულის უტოლობის გამოყენებით  

უკანასკნელი ტოლობიდან მივიღებთ 
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როცა   ),( 11
* kk
   mi ,...,1 . 

მეორეს მხრივ  ლემა 2.1-დან გვაქვს, რომ  

m
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 ...2,1s , 

სადაც *s  და )(ks  ფუნქციები მოცემულია (2.2)-(2.5) ტოლობებით. 

ამიტომ როცა 0ss   
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რაც ეწინააღმდეგება (3.2) პირობას. თეორემა დამტკიცებულია. 

 

შედეგი 2.1. ვთქვათ არსებობს არაკლებადი ფუნქციები NNi :  ),...1( mi   , ისეთი 

რომ 
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                          (3.6) 

მაშინ  (1.1) განტოლება რხევადია, სადაც p მოცემულია (2.5) ტოლობით. 

დამტკიცება.  რადგან 1)( ks  საკმარისად დიდი ,, Nks   თეორემა 3.1-დან 

გამომდინარეობს ამ შედეგის დამტკიცება. 

შენიშვნა 3.1. ვიგულისხმოთ, რომ  

,)(suplim 
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სხვა შემთხვევაში ცხადია, რომ (1.1) განტოლების ყველა ამონახსნი რხევადია. 

თეორემა 3.2. ვთქვათ სრულდება (3.1), 
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მაშინ (1.1) განტოლება რხევადია, სადაც p მიიღება (2.5)-დან. 



14 
 

დამტკიცება. დავუშვათ საწინააღმდეგო, ვთქვათ (.1) განტოლებას აქვს არარხევადი 

ამონახსნი. მაშინ (3.7), (3.8) და ლემა 2.2-ის თანახმად სრულდება (2.10). (3.1) და (3.8) 
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სხვა შემთხვევაში (2.10) ტოლობის თანახმად არსებობს Ns 0  და Nk 0  ისეთი, რომ 
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  სადაც .0kk   (3.9) უტოლობიდან სრულდება (3.2)  სადაც 0ss  , ეს კი 

ამტკიცებს თეორემის სამართლიანობას. 

შედეგი 3.2.  ვთქვათ დიდი Nj -თვის 

0)()(  jpjpi                mi ,...,1                       (3.10) 

და  

.1

))((

))((

inflim

1

1

))((

1

))((

1











































m

i

i

m

i

i

kk
m

i

i

kkm
m

i

i

k

kk

kkm

p








                           (3.11) 

მაშინ (1.1) განტოლება რხევადია, სადაც .
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სხვა შემთხვევაში ცხადია, რომ (1.1) განტოლების ყველა ამონახსნ რხევადია. 

დამტკიცება. საკმარისია ვაჩვენოთ, რომ სრულდება (3.8). მართლაც (3.10)-დან დიდი 

k-თვის გვაქვს 
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       (3.13) 

(3.12) და  (3.13) უტოლობების თანახმად სრულდება (3.11). ამით შედეგის 

სამართლიანობა დამტკიცებულია. 

შედეგი 3.3. ვთქვათ ,Nni    ,,...,1 mi   დიდი Nk თვის 

,)( ii nkk          ,Nni             0)(  ii pkp                  ),...,2,1( mi               (3.14)  

და 
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მაშინ (1.1) განტოლება რხევადია, სადაც .
1


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
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დამტკიცება. რადგან 
 

x

xm

x
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


ფუნქცია არაკლებადია, (3.14) და (3.15) პირობების 

თანახმად (3.8) პრობა სრულდება. ეს კი ამტკიცებას თეორემის სამართლიანობას. 

შედეგი 3.4.   ვთქვათ ,Nni    ,,...,1 mi   დიდი Nk თვის (3.14) სრულდება და 
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მაშინ (1.1) განტოლება რხევადია, სადაც .
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შენიშვნა 3.2. ცხადია რომ 
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                 როცა                




m

i

in
1

. 

შენიშვნა 3.3. თუ (3.14) პირობა სრულდება და 1m , მაშინ შედეგი 3.4 არის თეორემა 

7.5.1 [2]. 
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შემდეგი მაგალითი გვიჩვენებს მიღებული შედეგების მნიშვნელობას. 

მაგალითი 3.1. განვიხილოთ სხვაობიანი განტოლება 

0)1()()(  kukpku  

მაშინ (7.5.2)[2] პირობა შეიცველაბ პირობით 

4

1
)(inflim 


kp

k
                                                     (3.16) 

და (3.8) პირობა შეიცვლება შემდეგი პირობით 

  .1)()1(inflim
2




kpkp
k

                                     (3.17) 

ცხადია, რომ (3.16) პირობა გამომდინარეობს (3.17) პირობიდან. 

სხვა შემთხვევაში როცა ],
4

1
;0( )2( kp   1)12( kp    ,...)2,1( k  მაშინ (3.17) 

პრობა სრულდება, მაგრამ არ სრულდება (3.16) პირობა. 
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