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ანოტაცია

ჰილბერტის სივრცეში განხილულია კოშის ამოცანა აბსტრაქტული ჰიპერბოლური

განტოლებისთვის. განტოლების ელიფსური ნაწილის შესაბამისი A ოპერატორი წარ-

მოადგენს ჯამს A1, A2, ..., Am ოპერატორებისა. ყოველი შესაკრები არის თვითშეუღ-

ლებული და დადებითად განსაზღვრული. აგებულია დასმული ამოცანის მიახლოებითი

ამოხსნის პარალელური ტიპის დეკომპოზიციის სქემა. ამ სქემის იდეა მდგომარეობს

იმაში, რომ ყოველ ლოკალურ შუალედში პარალელურად იხსნება (ერთმანეთისგან

დამოუკიდებლად) კლასიკური სხვაობიანი ამოცანები, შესაბამისად A1, A2, A3, ..., Am

ოპერატორებით. მიღებული ამონახსნებისგან შედგენილი აწონილი საშუალო ცხად-

დება მიახლოებით ამონახსნად ლოკალური შუალედის მარჯვენა ბოლოში.

დამტკიცებულია შემოთავაზებული სქემის კრებადობა და შეფასებულია, როგორც

მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილება, ასევე პირველი რიგის წარმოებულის შესაბა-

მისი სხვაობიანი ანალოგის ცდომილობა, იმ შემთხვევისთვის, როცა საწყისი ამოცანის

მონაცემები აკმაყოფილებს ბუნებრივ საკმარის პირობებს ამონახსნის არსებობისთვის.

ნაშრომში ასევე განხილულია მაღალი რიგის დეკომპოზიციის სქემა ერთგვაროვა-

ნი აბსტრაქტული ჰიპერბოლური განტოლებისთვის. მაღალი რიგის დეკომპოზიციის

სქემები აგებულია კოსინუს ოპერატორ ფუნქციისთვის რაციონალური აპროქსიმაცი-

ის საფუძველზე. წინა თავებში დამუშავებული მეთოდიკის გამოყენებით შეფასებულია

მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილობა.
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Annotation

In the present work, we consider the Cauchy problem for abstract hyperbolic

equation in the Hilbert space H. Operator A from ellipse part of equation, is sum of

A1, A2, ..., Am self-adjoint , positively defined operators. The parallel type of decomposition

scheme for the approximate solution of given problem is constructed. The idea

of this scheme is that in every local interval according to operators A1, A2, ..., Am

the classical discrete analogues are solved independently. The weighted average

deducted from the solutions is called as approximate solution at the right end of

the local interval.

The convergence of offered scheme is proved. Error of approximate salution and

diskrete analogue of first order derivative are estimated, when initial data satisfies

some natural conditions for existence of the salution.

In the last part, we consider the high order decomposition scheme for the Cauchy

problem for homogeneus abstract hyperbolic equation. The high order schemes of

parallel decomposition are constructed based on rational approximation for cosine

operator function. We use the methods already considered in first chapters to

estimate error of approximate salution.
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შესავალი
პირველი ნაშრომები, დეკომპოზიციის სქემების დაფუძნების და გამოკვლევების შე-

სახებ, გამოქვეყნდა XX საუკუნის 50-იან და 60-იან წლებში (იხ. G. A. Baker, T. A.

Oliphant [2], G. Birkhoff, R. S. Varga [3], G. Birkhoff, R. S. Varga, D. Young [4], J.

Douglas [6], J. Douglas, H. Rachford [7], E. G. Diakonov [5], D. G. Gordeziani [8],

N. N. Ianenko [12], [13], V. P. Ilin [14], A. N. Konovalov [17], G. I. Marchuk, N.

N. Ianenko [21], G. I. Marchuk, U. M. Sultangazin [22], D. Peaceman, H. Rachford

[25], A. A. Samarskii [31],[32]). შეიძლება ითქვას, რომ ამ ავტორების შრომებმა მისცა

ბიძგი შემდგომ გამოკვლევებს დეკომპოზიციის სქემების შესახებ.

დეკომპოზიციის სქემები, რიცხვითი გამოთვლების თვალსაზრისით, შეიძლება და-

იყოს ორ ჯგუფად: მიმდევრობითი (იხ.G. I. Marchuk [20], A. A. Samarskii, P. N.

Vabishchevich [33]) და პარალელური ტიპის დეკომპოზიციებად ( D. G. Gordeziani

[8],[9], D. G. Gordeziani, H. V. Meladze [10], D. G. Gordeziani, A. A. Samarskii [11],

A. M. Kuzyk, V. L. Makarov [18]).

რიცხვითი რეალიზაციის თვალსაზრისით, გამოთვლითი კლასტერების არსებობის

პირობებში, ცხადია, უპირატესობა შეიძლება მიენიჭოს პარალელური ტიპის დეკომპო-

ზიციის სქემებს. წარმოდგენილი ნაშრომი სწორედ პარალელური ტიპის დეკომპოზი-

ციის სქემის აგებას და გამოკვლევას ეხება.

კარგად არის ცნობილი, რომ ევოლუციის ამოცანების მიახლოებითი ამოხსნის სქე-

მების ცდომილების შესაფასებლად, როგორც წესი, ამონახსნისგან ითხოვენ საკმარი-

სად მაღალ სიგლუვეს, ვიდრე საჭიროა ბუნებრივი პირობებიდან გამომდინარე. დეკომ-

პოზიციის სქემების შემთხვევაში ეს ნიუანსი უფრო მეტ მნიშვნელობას იძენს. მოთხოვ-

ნა სიგლუვის გაზრდაზე, შეიძლება გამოიწვიოს სქემის კონსტრუქციამ (ნახევარდის-

კრეტული სქემების შემთხვევაში), აგრეთვე იმ ფაქტმა, რომ გახლეჩის შედეგად მიღე-

ბული ამოცანების შესაბამისი ოპერატორები საზოგადოდ არაკომუტაციურია. აქედან

გამომდინარე, აქტუალურია საკითხი ისეთი დეკომპოზიციის სქემების აგების, რომელ-

თა რეალიზაცია და მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილების შეფასების მეთოდიკა არ

მოითხოვს ამონახსნის სიგლუვის მკვეთრ ზრდას. მეორე რიგის ევოლუციური განტო-

ლებისთვის ეს ნიუანსები უფრო რთულად წარმოჩნდება, ვიდრე პირველი რიგისთვის.

ჩვენი აზრით, ამის მიზეზი არის ის, რომ პირველი რიგის ევოლუციური განტოლების-

თვის ბუნებრივი სქმეა არის ორშრიანი, ხოლო მეორე რიგისთვის - სამშრიანი. ცხადია,

მეტ წილი შემთხვევებისთვის, ორშრიან სქემასთან შედარებით, სამშრიანი სქემის გა-

მოკვლევა გარკვეულ სიძნელეებთანაა დაკავშირებული. თუმცა აქ, ერთი შეხედვით,

არსებობს გამოსავალი. მეორე რიგის ევოლუცური განტოლება დამატებითი უცნობის
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შემოტანის გზით დავიყვანოთ პირველი რიგის სისტემაზე. ამ შემთხვევაში, თუ თავი-

დან მოცემულ განტოლებაში შემავალი ოპერატორი არის თვითშეუღლებული, მიღე-

ბულ სისტემაში დაგვიჯდება მატრიცული ოპერატორი, რომელიც უკვე აღარ იქნება

თვითშეუღლებული, რაც არსებითად გაართულებს გამოკვლევას.

წარმოდგენილ ნაშრომში მეორე რიგის ევოლუციური განტოლებისთვის შემოთავა-

ზებული დეკომპოზიციის სქემა არ ითხოვს ამონახსნის სიგლუვის გაზრდას, ამასთან

მეთოდიკა, რომელსაც ვიყენებთ მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილების შესაფასებ-

ლად, გვაძლევს საშუალებას დავადგინოთ კრებადობის რიგი თითქმის ბუნებრივი შე-

ზღუდვების პირობებში. დეკომპოზიციის სქემის გამოკვლევისთვის ჩევნ ვიყენებთ გარ-

კვეული კლასის პოლინომებს. ეს პოლინომები გამოისახებიან ჩებიშევის კლასიკური

მეორე გვარის პოლინომების საშუალებით. დიფერენციალური განტოლებების მიახ-

ლოებითი ამოხსნის სქემებში ორთოგონალური პოლინომების გამოყენებას ეძღვნება

შრომები: V. L. Makarov [19], A. G. Morris, T. S. Horner [23], V. A. Novikov, G. V.

Demidov [24], V. A. Rastrenin [27],[19]. ნაშრომში საკმარისად ფართოდ არის წარ-

მოდგენილი სხვაობიან ამოცანებში ორთოგონალური პოლინომების გამოყენების ბევ-

რი ასპექტი.
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თავი 1

პარალელური დეკომპოზიციის სქემა

წრფივი აბსტრაქტული ჰიპერბოლური

განტოლებისთვის

1.1 ამოცანის დასმა

განვხილოთ კოშის ამოცანა
d2u(t)

dt2
+ Au(t) = f(t), t ∈ [0, T ] (1.1)

u(0) = ϕ0,
du(t)

dt
= ϕ1 (1.2)

სადაც D (A) = H , A∗ = A და (Au, u) ≥ α||u||2 ∀u ∈ D(A), α = const > 0

‖ . ‖ და (., .) არის შესაბამისად ნორმა და სკალარული ნამრავლი განმარტებული H

ჰილბერტის სივრცეში სივრცეში. ϕ0 და ϕ1 მოცემული ვექტორებია H-დან;

u(t) ფუნქცია არის საძიებელი ორჯერ უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია, მნიშვნე-

ლობებით H-სივრცეში და f(t) მოცემული უწყვეტი ფუნქციაა.

წრფივ შემთხვევაში u(t) ვექტორ-ფუნქციას, განსაზღვრულს [0, T ] ინტერვალზე მნიშ-

ვნელობებით H-ში, ვუწოდებთ (1.1),(1.2) ამოცანის ამონახსნს, თუ ის აკმაყოფილებს

შემდეგ პირობებს:

ა) u(t) არის ორჯერ უწყვეტად წარმოებადი [0, T ] ინტერვალში

ბ) u(t) ∈ D(A) ყოველი t-სთვის [0, T ]-დან და Au(t) ფუნქცია არის უწყვეტი

გ) u(t) აკმაყოფილებს (1.1) განტოლებას [0, T ] ინტერვალზე და (1.2) საწყის პირო-

ბებს.

აქ უწყვეტობა და დიფერენცირებადობა განსაზღვრულია H სივრცის მეტრიკით.

შენიშვნა 1.1.1 თუ f(t) უწყვეტად დიფერენცირებადია [0,T] შუალედზე, ϕ0 ∈

D(A), ϕ1 ∈ D(A
1
2 ), მაშინ (1.1),(1.2) ამოცანის ამონახსნი u(t) აკმაყოფილებს პირობას:
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ფუნქცია u′(t) ღებულობს მნიშვნელობებსD(A
1
2 )-დან დაD(A

1
2 )u′(t) უწყვეტია [0, T ]-ზე.

ვთქვათ

A =
∑m

j=1 Aj, Aj = A∗j ≥ αjI, αj = const > 0, f(t) =
m∑
j=1

fj(t)

მაშინ (1.1), (1.2) ამოცანის მიახლოებით ამონახსნს

t = tk+1 = (k + 1)τ , k = 1, . . . , n− 1 , τ = T/n (n > 1)

წერტილებში, განვსაზღვრავთ შემდეგი ფორმულით

vk+1 =
m∑
j=1

ηjyj,k+1 ,

m∑
j=1

ηj = 1, 0 < ηj < 1,

სადაც yj,k+1 არის ამონახსნი შემდეგი სხვაობიანი სქემის:

ηj
yj,k+1 − 2vk + vk−1

τ 2
+ Ajyj,k+1 = fj(tk) (1.3)

v0 = ϕ0 , v1 = ϕ0 + τϕ1 , (1.4)

ამრიგად, რომ ავაგოთ tk+1 წერტილში (1.1),(1.2) ამოცანის მიახლოებითი ამო-

ნახსნი vk+1 საჭიროა ამოვხსნათ პარალელურად m ცალი ერთმანეთისგან დამოუკი-

დებელი ამოცანა. გამომდინარე აქედან, (1.3) სქემას შეგვიძლია ვუწოდოთ პარალე-

ლური ტიპის დეკომპოზიციის სქემა. ასეთი ტიპის სქემები პირველად განხილული იყო

დ. გორდეზიანის შრომებში (იხ.[8], [9]). პარალელური ტიპის დეკომპოზიციის სქემები

განხილულია ასევე შრომებში: დ.გორდეზიანის, ა.სამარსკი [11], დ.გ,გორდეზიანი, ჰ.ვ.

მელაძე [10], ვ.ლ. მაკაროვი [18]. უშუალოდ (1.3) სქემა განხილულია [28]-ში.

შენიშნვა 1.1.2 (1.1),(1.2) ამოცანის ქვეშ ექცევა სივრცით ერთი, ორი და მრავალ-

განზომილებიანი რხევის კლასიკური განტოლებები ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირო-

ბებით. ცხადია ასევე, რომ (1.1),(1.2) ამოცანის კერძო შემთხვევას წარმოადგენს კო-

შის ამოცანა მეორე რიგის ჩვეულებრივი დიფერენციალური განტოლებათა სისტემის-

თვის თვითშეუღლებული, დადებითად განსაზღვრული მატრიცით.
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1.2 მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილობის წარმოდ-

გენა ჩებიშევის პოლინომების საშუალებით და ძი-

რითადი თეორემა

ამ პარაგრაფში ნაჩვენები იქნება წარმოდგენილი სქემის კრებადობა ჩებიშევის პო-

ლინომების დახმარებით.

ვთქვათ (1.1),(1.2) ამოცანას აქვს ამონახსნი, მაშინ (1.3) განტოლება t = tk+1 წერ-

ტილში შეგვიძლია ჩავწეროთ ასე

u(tk+1)− 2u(tk) + u(tk−1)

τ 2
+ Au(tk+1) = gk , (1.5)

სადაც

gk = f(tk) + A [u(tk+1)− u(tk)] + τ−2

tk+1∫
tk

(tk+1 − t) [u′′ (t)− u′′ (tk)] dt+

+τ−2

tk∫
tk−1

(t− tk−1) [u′′ (t)− u′′ (tk)] dt .

(1.5)-დან გამომდინარეობს, რომ

u(tk+1)− 2Lu(tk) + Lu(tk−1) = τ 2Lgk , (1.6)

სადაც k = 1, . . . , n− 1, და

L =
(
I + τ 2A

)−1
.

(1.3)-დან გვაქვს

yj,k+1 − 2Sjvk + Sjvk−1 = τ 2η−1
j Sjfj(tk) , (1.7)

სადაც j = 1, . . . ,m ,

Sj =
(
I + τ 2η−1

j Aj
)−1

.

თუ (1.7) ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებთ ηj-ზე, მივიღებთ

ηjyj,k+1 − 2ηjSjvk + ηjSjvk−1 = τ 2ηjη
−1
j Sjfj(tk) (1.8)

შემდეგ აჯამვის შედეგად მიიღება ტოლობა
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vk+1 − 2Svk + Svk−1 = τ 2ψk , (1.9)

სადაც k = 1, . . . , n− 1,

S =
m∑
j=1

ηjSj , ψk =
m∑
j=1

Sjfj(tk) .

თუ (1.6)-ს გამოვაკლებთ (1.9)-ს, მივიღებთ:

zk+1 − 2Szk + Szk−1 = rk , (1.10)

სადაც zk = vk − u(tk),

rk = r0,k + r1,k − L(τ 2r2,k + r3,k) + r4,k

r0,k = (S − L)u(tk),

r1,k = (S − L)[u(tk)− u(tk−1)],

r2,k = A[u(tk+1)− u(tk)],

r4,k = τ 2[ψk − Lf̃(tk)],

r3,k =
tk+1∫
tk

(tk+1 − t)[u′′(t)− u′′(tk)]dt+

+
tk∫

tk−1

(t− tk−1)[u′′(t)− u′′(tk)]dt.

(1.9) განტოლების ამონახსნის ცხადი სახით წარმოდგენისთვის ჩვენ დაგვჭირდე-

ბა გარკვეული კლასის პოლინომები, რომლებსაც ვუწოდებთ ჩებიშევის ორი ცვლადის

პოლინომებს. ეს პოლინომები განისაზღვრება შემდეგი რეკურენტული დამოკიდებუ-

ლებით:

Ũk+1(x, y) = xŨk(x, y)− yŨk−1(x, y), k = 1, 2, ... ,

Ũ1(x, y) = x, Ũ0(x, y) = 1.

აქვე შევნიშნავთ, რომ სამშრიანი ნახევარდისკრეტული სქემების გამოკვლევას ჩე-

ბიშევის პოლინომების საშუალებით ეძღვნება შრომები [29],[30].

Ũk(x, y) ჩვენ ვუწოდებთ ჩებიშევის ორი ცვლადის პოლინომებს, რადგან Uk(x) =

Ũk (2x, 1) წარმოადგენს ჩებიშევის მეორე გვარის პოლინომებს.
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მარტივად მიიღება შემდეგი ფორმულა:

Uk(x, y) =
√
ykUk(ξ, 1), ξ =

x
√
y
, y > 0 , (1.11)

რომელიც ამყარებს კავშირს Ũk(x, y) და Uk(x)-ს შორის.

ჩვენ უკვე ცხადად შეგვიძლია ჩავწეროთ (2.9) განტოლების ამონახსნი Ũk(x, y) პო-

ლინომების საშუალებით. ინდუქციის გამოყენებით მიიღება:

zk+1 = Ũk (2S, S) z1 − SŨk−1 (2S, S) z0 +
k∑
i=1

Ũk−i (2S, S) ri . (1.12)

შენიშნვა 1.2.1 რადგან Sj (j = 1, . . . ,m) თვითშეუღლებული, არაუარყოფითი

შემოსაზღვრული ოპერატორებია, ამიტომ S ოპერატორიც ასევე იქნება თვითშეუღ-

ლებული, არაუარყოფითი და შემოსაზღვრული. მაშინ, არსებობს ერთადერთი კვად-

რატული ფესვი S1/2

დამტკიცება. ყოველი თვითშეუღლებული მატრიცი შესაძლებელია უნიტარული

გარდაქმნით მივიყვანოთ დიაგონალურ სახეზე, ანუ სამართლიანია წარმოდგენა S =

UDU∗, სადაც U არის უნიტარული მატრიცა, ხოლო D არის დიაგონალური მატრიცა,

სადაც დიაგონალზე დგას S მატრიცის საკუთრივი რიცხვები,

D =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
... . . .

0 0 · · · λn


რადგანA მატრიცი არაუარყოფითია, მაშინ მისი საკუთრივი რიცხვებიც იქნება არა-

უარყოფითი ამიტომაც

D1/2 =



√
λ1 0 · · · 0

0
√
λ2 · · · 0

... . . .

0 0 · · ·
√
λn


და საძიებელი მატრიცი იქნება B = UD1/2U∗, რადგანაც

B2 = UD1/2u∗UD1/2u∗ = UD1/2ID1/2u∗ = U(D1/2)2U∗ = UDU∗ = S
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ახლა დავამტკიცოთ ერთადერთობა. ამისათვის დავუშვათ რომ არსებობს სხვა C

მატრიცა თვისებით C2 = S,

მაშინ მივიღებთ, რომ B2 = C2, აქედან (B2u, u) = (c2u, u)

და ამიტომ ||Bu|| = ||Cu||. აქედან ცხადია (Bu, u) = (Cu, u),

ე.ი. ((B − C)u, u) = 0, საბოლოოდ მივიღებთ B − C = 0 ანუ B = C.

ერთადერთობა დამტკიცებულია.

მოყვანილი ფაქტის გამოყენებით შეგვიძლია დავწეროთ ტოლობა

Ũk (2S, S) = BkŨk (2B, I) = BkUk(B) , B = S1/2.

და ამ ტოლობის გათვალისწინებით (1.12) მიიღებს შემდეგ სახეს

zk+1 = BkUk(B)z1 −Bk+1Uk−1(B)z0 +
k∑
i=1

Bk−iUk−i(B)ri . (1.13)

ფორმულა (1.13) არის ძირითადი დამოკიდებულება. მისი გამოყენებით მტკიც-

დება შემდეგი თეორემა.

თეორემა 1.2.1 თუ (1.1),(1.2) ამოცანას გააჩნია ამონახსნი, მაშინ სამართლიანია

შემდეგი შეფასება:

||vk − u(tk)|| ≤ 1
η
√
v

+ (||v0 − φ0||+ ||v1 − u(τ)||+

+τ
k−1∑
i=1

(
τc1||Au(ti||+ τc2||f(ti)||+ τc3

m∑
j=1

||fj(ti)||+

+c1||A1/2(u(ti)− u(ti−1))||+ c2||A1/2u(ti+1 − u(ti))|
)
+

+c2

k−1∑
i=!

ti+1∫
ti−1

(
||A1/2[u(t)− u(ti)]||+ ||A−1/2[f(t)− f(ti)]||

)
dt

სადაც k=2, . . ,n, v = min
j
vj, c3 = (min

j
η − j)−1/2,

ci =
m∑
j=1

η
−3/2
j (η−1

j αj + 1), αj = ||A− jA−1|| <∞,

c2 = 1 + c), c0 =
m∑
j=1

η
−1/2
j αj.

ამ თეორემის დამტკიცებას დამხმარე ფაქტების განხილვის შემდეგ დავუბრუნდე-

ბით.
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შენიშნვა 1.2.2. ცხადია, AjA−1 (j = 1, . . . ,m) ჩაკეტილი ოპერატორებია, ამიტომ

ჩაკეტილი გრაფიკის შესახებ თეორემის მიხედვით, ისინი შემოსაზღვრულია, ანუ

aj = ‖AjA−1‖ <∞ .

ლემა 1.2.1 ნებისმიერი j-თვის (j = 1, . . . ,m) D(A1/2) ⊂ D(A
1/2
j ) და

∥∥∥A1/2
j u

∥∥∥ ≤ ∥∥A1/2u
∥∥ , ∀u ∈ D(A1/2). (1.14)

დამტკიცება: ვთქვათuj = A−1
j u და v = A−1u ,სადაც u არის ნებისმიერი ვექტორი

H-დან. მაშინ გვაქვს:

∥∥A−1/2u
∥∥4

=
(
A−1u, u

)2
= (v,Ajuj)

2 =
(
A

1/2
j v,A

1/2
j uj

)2

≤

≤
∥∥∥A1/2

j v
∥∥∥2 ∥∥∥A1/2

j uj

∥∥∥2

. (1.15)

რადგან v ∈ D(A),

∥∥∥A1/2
j v

∥∥∥2

=
(
A

1/2
j v, A

1/2
j v

)
= (Ajv, v) ≤ (Av, v) =

∥∥A1/2v
∥∥2

=

=
∥∥A−1/2u

∥∥ . (1.16)

თუ (1.16)-ს გავითვალისწინებთ (1.15)-ში, მივიღებთ∥∥A−1/2u
∥∥4 ≤

∥∥A−1/2u
∥∥2
∥∥∥A1/2

j uj

∥∥∥2

შეკვეცით და uj = A−1
j u გამოსახულების ჩასმით მივიღებთ,

∥∥A−1/2u
∥∥ ≤ ∥∥∥A−1/2

j u
∥∥∥ , ∀u ∈ H.

აქედან V.2.30 ლემის ძალით [18]-დან, გამომდინარეობს დასამტკიცებელი უტო-

ლობა (1.14).

შენიშნვა 1.2.3. თუ A და B თვითშეუღლებული და დადებითად განსაზღვრული

ოპერატორები ისეთია, რომ D(A) ⊂ D(B) და B ≤ A ((Bu, u) ≤ (Au, u) , ∀u ∈

D(A) ), მაშინ A−1 ≤ B−1 .

მართლაც,
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(A−1f, f)2 = (v, Bu)2 = (B1/2v, B1/2u)2 ≤

≤ ‖B1/2v‖2‖B1/2u‖2 = (Bv, v)(Bu, u) ≤

≤ (Av, v)(Bu, u) = (f, A−1f)(f, B−1f) =

= (A−1f, f)(B−1f, f).

აქ გამოვიყენეთ აღნიშნვნები u = B−1f , v = A−1f

შეკვეცის შემდეგ მიიღება

(
A−1f, f

)
≤
(
B−1f, f

)
,

ან რაც იგივეა

A−1 ≤ B−1.

შენიშნვა 1.2.4. სამართლიანია ფორმულა

S − L = τ 2

m∑
j=1

η−1
j (I − Sj)

(
η−1
j AjA

−1 − I
)
AL . (1.17)

მართლაც, რადგან

I − S =
m∑
j=1

ηj (I − Sj) = τ 2

m∑
j=1

AjSj ,

ამიტომ

S − L =
[
S
(
I + τ 2A

)
− I
]
L =

[
(S − I) + τ 2AS

]
L

= τ 2

m∑
j=1

(ηjSjA− AjSj)L .

აქედან, შემდეგი ტოლობის გათვალისწინებით,

ηjSjA− AjSj = ηjSjA− SjAj = Sj (ηjA− Aj)

= (Sj − I) (ηjA− Aj) + (ηjA− Aj) ,

გამომდინარეობს (1.17) .

S და L ოპერატორების სიახლოვეზე შეგვიძლია ვიმსჯელოთ აგრეთვე შემდეგი

ფორმულების მიხედვით:
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Sj = τ 4η−2
j A2

jSj − τ 2η−1
j Aj + I ,

S = τ 4

m∑
j=1

η−1
j A2

jSj − τ 2A+ I ,

L = τ 4A2L− τ 2A+ I .

ლემა 1.2.2. მართებულია შემდეგი უტოლობა

∥∥∥(I − S)−1/2ALf
∥∥∥ ≤ τ−1

(
m
∥∥A1/2Lf

∥∥+ c0

∥∥A1/2L1/2f
∥∥) , f ∈ H, (1.18)

დამტკიცება: განვიხილოთ შემდეგი უტოლობა:

I − S ≥ ηj (I − Sj) = τ 2AjSj > 0,

მისი გამოყენებით მიიღება (იხ.შენიშნვა 1.2.3.)

(I − S)−1 ≤ η−1
j (I − Sj)−1 = τ−2

(
I + τ 2η−1

j Aj
)
A−1
j =

= τ−2A−1
j + η−1

j I ≤
(
τ−1A−sj + η−sj I

)2
, s =

1

2
. (1.19)

ამრიგად, გვაქვს

‖(I − S)−sf‖ ≤ ‖(τ−1A−sj + η−sj I)f‖ ≤

≤ τ−1
∥∥A−sj f

∥∥+ η−sj ‖f‖ , f ∈ H

და თუ ახლა გამოვიყენებთ ამ უტოლობას, მივიღებთ (ქვევით ყველგან s = 1/2):

‖(I − S)−sALf‖ = ‖(I − S)−s
m∑
j=1

AjLf‖ ≤

≤ τ−1
∑m

j=1(‖AsjLf‖+ τη−sj ‖AjLf‖) .

ლემა 1.2.1.-ის თანახმად გვაქვს

∥∥AsjLf∥∥ ≤ ‖AsLf‖ . (1.20)

და შენიშნვა 1.2.2.-ის თანახმად

‖AjLf‖ ≤
∥∥AjA−1

∥∥ ‖ALf‖ = aj ‖ALf‖ . (1.21)
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(1.2)-დან (1.20) და (1.21)-ის გათვალისწინებით მიიღება

∥∥(I − S)−sALf
∥∥ ≤ mτ−1 ‖AsLf‖+ c0 ‖ALf‖ .

აქედან შემდეგი უტოლობის

‖ALf‖ = ‖AsLs (AsLsf)‖ ≤ ‖AsLs‖ ‖AsLsf‖ ≤ τ−1 ‖AsLsf‖

გათვალისწინებით მიიღება დასამტკიცებელი უტოლობა (1.18).

ლემა 1.2.3. სამართლიანია შემდეგი ფორმულა

S − L = τ 2
m∑
j=1

η−1
j (I − Sj(η−1

j AjA
−1 − I)AL

დამტკიცება: რადგან

I − S =
m∑
j=1

ηj(I − Sj) = τ 2
m∑
j=1

AjSj

მაშინ

S − L = [S(I + τ 2A)− I]L = [(S − I) + τ 2SA]L = τ 2
m∑
j=1

(ηjSjA− AjSj)L

ახლა თუ გამოვიყენებთ შემდეგ ტოლობას

ηjSjA− AjSj = ηjSjA− SjAj = (Sj − I)(ηjA− Aj) + (ηjA− Aj).

მივიღებთ დასამტკიცებელ წარმოდგენას.

ლემა 1.2.4. სამართლიანია შემდეგი შეფასებები:∥∥∥(I − S)−1/2 (S − L) f
∥∥∥ ≤ τ 2c1 ‖ALf‖ , f ∈ H, (1.22)

∥∥∥(I − S)−1/2 LAu
∥∥∥ ≤ τ−1c2

∥∥A1/2u
∥∥ , u ∈ D(A), (1.23)

∥∥∥(I − S)−1/2 Lf
∥∥∥ ≤ τ−1c2

∥∥A−1/2f
∥∥ , f ∈ H. (1.24)

დამტკიცება (1.19)-დან გვაქვს∥∥∥(I − S)−1/2 h
∥∥∥ ≤ η

−1/2
j

∥∥∥(I − Sj)−1/2 h
∥∥∥ , h ∈ H. (1.25)

თუ აქ ჩავსვამთ h = (I − Sj) f მივიღებთ

∥∥∥(I − S)−1/2 (I − Sj) f
∥∥∥ ≤ η

−1/2
j

∥∥∥(I − Sj)1/2 f
∥∥∥ ≤ η

−1/2
j ‖f‖ . (1.26)
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ამ უტოლობიდან და (1.18)-დან გამომდინარეობს

∥∥∥(I − S)−1/2 (S − L) f
∥∥∥ ≤

≤ τ 2

m∑
j=1

η−1
j

∥∥∥(I − S)−1/2 (I − Sj)
(
η−1
j AjA

−1 − I
)
ALf

∥∥∥ ≤
≤ τ 2

m∑
j=1

η
−3/2
j

∥∥(η−1
j AjA

−1 − I
)
ALf

∥∥ ≤ τ 2c1 ‖ALf‖ .

ცხადია (1.24) უტოლობა გამომდინარეობს 1.23)-დან.

ლემა 1.2.5. Uk(B) ოპერატორული პოლინომებისათვის სამართლიანია შემდეგი

შეფასებები:

‖BUk(B)‖ ≤
(
τ
√
ν
)−1

, ν = min
1≤j≤m

(αj) , (1.27)

∥∥∥Uk(B)
(
I −B2

)1/2
∥∥∥ ≤ 1 , (1.28)

‖Uk(B)−BUk−1(B)‖ ≤ 1 +
√

2 , (1.29)

‖BUk(B)− Uk−1(B)‖ ≤ 1 +
√

2 . (1.30)

დამტკიცება: როგორც ცნობილია, ჩებიშევის მეორე გვარის პოლინომებისათვის

სამართლიანია შეფასება:

|Uk(x)| ≤ 1√
1− x2

, x ∈]− 1, 1[ , (1.31)

რომელიც გამომდინარეობს კარგად ცნობილი ფორმულიდან

Uk (x) =
sin ((k + 1) arccosx)√

1− x2
, x ∈]− 1, 1[ .

ამ ფორმულიდან მარტივი გამოთვლების ჩატარების შედეგად მივიღებთ ასევე შე-

ფასებას

|Uk(x)− Uk−1(x)| ≤
√

2

1 + x
, x ∈]− 1, 1[ . (1.32)

მართლაც, გვაქვს
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|Uk(x)− Uk−1(x)| =
2√

1− x2

∣∣∣∣cos(k +
θ

2
) sin

θ

2

∣∣∣∣ ≤
≤ 2√

1− x2

√
1− cos θ

2
=

√
2

1 + x
, x ∈]− 1, 1[ ,

სადაც θ = arccosx .

(1.31) და (1.32) შეფასებიდან გამომდინარეობს, რომ

|Uk(x)− xUk−1(x)| ≤ |Uk(x)− Uk−1(x)|+ (1− x) |Uk−1(x)|

≤ 1 +
√

2√
1 + x

, x ∈]− 1, 1[ . (1.33)

ცხდია, ანალოგიურად მიიღება შეფასება

|xUk(x)− Uk−1(x)| ≤ 1 +
√

2√
1 + x

, x ∈]− 1, 1[ . (1.34)

Uk(B) ოპერატორული პოლინომების ნორმის შეფასებისთვის ჩვენ დაგვჭირ-

დება ასევე B = S1/2 ოპერატორის სპექტრის შეფასება, რაც ცხადია დაიყვანება S

პერატორის სპექტრის შეფასებაზე.

ჯერ შევაფასოთSj =
(
I + τ 2η−1

j Aj
)−1 ოპერატორის სპექტრი. ცხადია, გვაქვს

(
I + τ 2η−1

j Aj
)
≥
(
1 + τ 2η−1

j αj
)
I > 0 .

აქედან შენიშნვა 1.2.3.-ის ძალით გამომდინარეობს

0 < Sj ≤
(
1 + τ 2η−1

j αj
)−1

I ≤
(
1 + τ 2ν

)−1
I . (1.35)

თუ გავითვალისწინებთ S-ის წარმოდგენას, მაშინ(1.35)-ის თანახმად გვაქვს

0 < S ≤
m∑
j=1

ηj
(
1 + τ 2ν

)−1
I =

(
1 + τ 2ν

)−1
I .

ეს კი ნიშნავს, რომ

Sp (S) ⊂ [0,
(
1 + τ 2ν

)−1
] .

თეორემის ძალით, სპექტრის ასახვის შესახებ, აქედან გამომდინარეობს, რომ

Sp (B) ⊂ [0,
(
1 + τ 2ν

)−1/2
] . (1.36)

ამის შემდეგ მარტივად შეგვიძლია ვაჩვენოთ(1.27)-(1.30) შეფასებები
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ვაჩვენოთ (1.27) შეფასება. როგორც ცნობილია, ოპერატორ-ფუნქციის ნორმა,

როცა არგუმენტი წარმოადგენს თვითშეუღლებულ შემოსაზღვრულ ოპერატორს, ტო-

ლია შესაბამისი სკალარული ფუნქციის C- ნორმის სპექტრზე (იხ, [26]). ამ შედეგის

ძალით გვაქვს

‖BUk(B)‖ ≤ max
x∈Sp(B)

|xUk(x)| .

აქედან (1.31) უტოლობისა და (1.36) დამოკიდებულების გათვალისწინებით მიიღე-

ბა

‖BUk(B)‖ ≤ max
x∈Sp(B)

x√
1− x2

≤ 1

τ
√
ν
.

ანალოგიურად მიიღება (1.28). მართლაც, გვაქვს

∥∥∥Uk(B)
(
I −B2

)1/2
∥∥∥ ≤ max

x∈Sp(B)

∣∣∣Uk(x)
√

1− x2

∣∣∣ ≤
≤ max

x∈Sp(B)

(
1√

1− x2

√
1− x2

)
= 1 .

(1.33) და (1.34) უტოლობებიდან შესაბამისად გამომდინარეობს (1.29) da (1.30)

შეფასებები.

19



1.3 მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილების შეფასება

ახლა დავუბრუნდეთთეორემა 1.2.1-ის დამტკიცებას: (1.13)-იდან, (1.27) და (1.36)-

ის გამოყენებით მივიღებთ

||zk1|| ≤ (τ
√
v)−1(||z0||+ ||z1||)+

+
k∑
i=1

(λ0,i + λ1,i + τ 2λ2,i + λ3,i + λ4,i),

სადაც

λ0,i = ||Mr0,i||, λ1,i = ||Mr1,i||, λ2,i = ||ML2,i||

λ3,i = ||ML0,i||, λ4,i = ||Mr4,i||, M = (I − S)−1/2, L = (I + τ 2A)−1.

ახლა გამოვიყენოთ (1.22)-(1.24) შეფასებები, მათი ძალით გვაქვს

λ0,i ≤ τ 2c1||Au(ti)||,

τ 2λ1,i ≤ τc1||A1/2[u(ti)− u(ti−1)]||,

τ 2λ2,i ≤ τc2||A1/2[u(ti+1)− u(ti)]||,

λ3,I ≤ c2

k−1∑
i=!

ti+1∫
ti−1

(
||A1/2[u(t)− u(ti)]||+

+||A−1/2[f(t)− f(ti)]||
)
dt.

ჯერ შევაფასოთ r4,i. მისთვის სამართლიანია უტოლობა:

r4,i = τ 2
m∑
j=1

(Sj − I)fj(ti) + τ 4ALf(ti)

შემდეგ (1.18) და (1.19)-დან მიიღება

λ4,i ≤ τ 2
m∑
j=1

(sj − I)fj(ti)||+

+τ 3
(
||A1/2Lf(ti)||+ c0||A1/2L1/2f(ti)||

)
≤

≤ τ 2
(
c2||f(ti)||+ c3

m∑
j=1

||fj(ti)||
)
.

მოყვანილი უტოლობების გათვალისწინებით, თეორემა 1.2.1. დამტკიცებულია.

20



1.4 მიახლოებითი ამონახსნის შესაბამისი პირველი რი-

გის წარმოებულის სხვაობიანი ანალოგის ცდომი-

ლების შეფასება

განვიხილოთ სხვაობა
vk+1 − vk

τ
− u′

(tk) (1.37)

(1.13)-ის ძალით,მიიღება შემდეგი წარმოდგენა:

zk+1 − zk = (Rk −Rk−1)z1 − (Rk−1 −Rk−2)B2z0+

+
k∑
i=1

(Rk−1 −Rk−i−1)r∗i +
k∑
i=1

Rk−1

(
(r0,i − r0,i−1)+

+(r4,1 − r4,i−1)
)

+Rk−1(r0,0 − r4,0),

სადაც

r∗i = r1 − r0,1 − r4,1 Rk−i = Uk−1(B)Bk−i, R−1 = 0.

გამოვიყენოთ ეს ფორმულა და ზემოთ მოყვანილი შეფასებები და დავამტკიცოთ

შემდეგი თეორემა(შეფასება):

თეორემა 1.3.1 ვთქვათ (1,1)-(1,2) ამოცანას გააჩნია ამონახსნი, მაშინ თუ φ0 ∈ D(a),

სამართლიანია შემდეგი შეფასება

∥∥ zk+1−zk
τ

∥∥ ≤ c4τ
−1
(
||z0||+ ||z1||

)
+ τ

k∑
i=1

[
τ
(
c1||Aφ0||+ c2||f(0)||+

+c3

m∑
j=1

||fj(0)||
)

+ c4J1,i(u
”) + c5J0,i(u

”(t) + +c4J1,i(f)+

+c6J0,i(f) + c3

m∑
j=1

J0,i(fj)
]

+ c4

k∑
j=1

ti+1∫
ti−1

||u”(t)− u”(t1)||dt ≤

≤ c4τ
−1
(
||z0||+ ||z1||

)
+ τ

k∑
i=1

[
τ
(
c1||Aφ0||+ c2||f(0)||+

c3

m∑
j=1

||fj(0)||
)

+ c4J1,i(u
”) + c5J0,i(u

”) + c4J1,i(f)+

c6J0,i(f) + c3

m∑
j=1

J0,i(fj)
]

+ c4

k∑
j=1

ti+1∫
ti−1

||u”(t)− u”(t1)||dt
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, სადაც

J0,i(u) = ||U(ti)− u(ti−1)||, J1,i(u) = ||U(ti+1)− u(ti)||,

c6 = c5 + c3, c4 = 1 +
√

2, c5 = c4

m∑
j=1

η−1
j (η−1

j aj + 1) + c1.

დამტკიცება ეს შეფასება გამომდინარეობს უკვე მიღებული (1.28), (1.30)-დან, λk,i (k =

0, 1, 2, 3, 4) გამოსახულებების შეფასებების გამოყენებით.

შენიშნვა 1.3.1 თუ f(t) და u”(t) ფუნქციები ჰელდერის აზრით უწყვეტია [0,T] ინტერ-

ვალზე λ მაჩვენებლით, სადაც λ ∈ (0, 1], მაშინ რადგან

u′(tk)− vk+1−vk
τ

= τ−1
tk+1∫
tk

[u′(tk)− u′(t)]dt− zk+1−zk
τ

მივიღებთ შემდეგ შეფასებას:

max
1≤k≤n−1

||u′(tk)− vk+1−vk
τ
|| ≤ cτλ, სადაც c = const > 0.
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1.5 ტესტური მაგალითები

განვიხილოთ შემდეგი ამოცანა:

∂2u

∂t2
−∆u = f(x, y, t), (x, y, t) ∈ Ω×]0, T ], (1.38)

u (x, y, 0) = ϕ0 (x, y) , u′t (x, y, 0) = ϕ1 (x, y) , (1.39)

u |∂Ω×]0,T [= 0 , (1.40)

სადაც Ω =]0, 1[×]0, 1[ .

დავფაროთ Ω ერთეულოვანი კვადრატი თანაბარი ბადით, ბიჯით h = 1/N

(N > 1 - ნატურალური რიცხვია). სივრცითი კოორდინატით წარმოებულები შევცვა-

ლოთ შესაბამისად სხვაობიანი ანალოგებით. უცნობი ბადური ფუნქცია აღვნიშნოთ

u(h)(t) . ანალოგიურად f , ϕ0 და ϕ1-ის შესაბამისი ფუნქციები კი - f (h)(t), ϕ(h)
0 და

ϕ
(h)
1 -ით. მაშინ (1.38)-(1.40) ამოცანა მიიყვანება კოშის ამოცანაზე მეორე რიგის ჩვეუ-

ლებრივი დიფერენციალური განტოლებათა სისტემისთვის, რომელიც შეგვიძლია ჩავ-

წეროთ შემდეგი სახით:

d2u(h)(t)

dt2
+ Λ1,hu

(h)(t) + Λ2,hu
(h)(t) = f (h)(t) , (1.41)

u(h)(0) = ϕ
(h)
0 ,

du(h)(0)

dt
= ϕ

(h)
1 , (1.42)

სადაც Λ1,h და Λ2,h არის მატრიცები(ოპერატორები), რომლებსაც წარმოქმნიან შე-

საბამისად x-ით და y-ით მეორე რიგის წარმოებულების შესაბამისი სხვაობიანი ანალო-

გები.

შემოთავაზებული დეკომპოზიციის ალგორითმის მიხედვით (1.41), (1.42) ამო-

ცანა შეგვიძლია გავხლიჩოთ შემდეგი ორ დამოუკიდებელ ამოცანად:

1

2
·
y

(h)
1,k+1 − 2v

(h)
k + v

(h)
k−1

τ 2
+ Λ1,hy

(h)
1,k+1 = f (h)(tk),

1

2
·
y

(h)
2,k+1 − 2v

(h)
k + v

(h)
k−1

τ 2
+ Λ2,hy

(h)
2,k+1 = 0,

სადაც

v0 = ϕ
(h)
0 , v1 = ϕ

(h)
0 + τϕ

(h)
1 .
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მიახლოებით ამონახსნად t = tk+1 წერტილში ვაცხადებთ ვექტორს

vk+1 =
1

2

(
y

(h)
1,k+1 + y

(h)
2,k+1

)
.

ანალოგიური დეკომპოზიციის ალგორითმი შეგვიძლია ავაგოთ სივრცით სამგანზო-

მილებიანი რხევის ამოცანისთვის.

Λ1,h და Λ2,h შესაბამისად (N−1)2-ის რიგის ((N−1)2×(N−1)2 -ზე) მატრიცებია,

რომელთაც აქვთ შემდეგი სახე:

Λ1,h =
1

h2



A 0 0 . . . 0

0 A 0 . . . 0

0 0 A . . . 0
... · · · · · · . . . ...

0 0 0 . . . A


,

Λ2,h =
1

h2



−2I I 0 . . . 0

I −2I I . . . 0

0 I −2I . . . 0
... · · · · · · . . . ...

0 0 0 . . . −2I


,

სადაც I არის ერთეულოვანი მატრიცი (N − 1) × (N − 1) - ზე; A იგივე რიგის

მატრიცია, რომელსაც აქვს შემდეგი სახე

A =



−2 1 0 . . . 0

1 −2 1 . . . 0

0 1 −2 . . . 0
... · · · · · · . . . ...

0 0 0 . . . −2


.

გაშლილად u(h)(t) ვექტორს ექნება შემდეგი სახე

u(h)(t) =
(
u

(h)
1 (t), u

(h)
2 (t), . . . , u

(h)
N−1(t)

)T
,

სადაც

u
(h)
j (t) = (u1,j(t), u2,j(t), . . . , uN−1,j(t))

T .

გამოვთვალოთ Λ1,hu
(h)(t) ვექტორი. ცხადია, გვაქვს
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Λ1,hu
(h)(t) =

1

h2



A 0 0 . . . 0

0 A 0 . . . 0

0 0 A . . . 0
... · · · · · · . . . ...

0 0 0 . . . A





u
(h)
1 (t)

u
(h)
2 (t)

u
(h)
3 (t)
...

u
(h)
N−1(t)


=

=
1

h2



Au
(h)
1 (t)

Au
(h)
2 (t)

Au
(h)
3 (t)
...

Au
(h)
N−1(t)


.

აქედან გამომდინარეობს, რომ Λ1,hu
(h)(t) ვექტორის (i; j) კანძითი წერტილის (ცხა-

დია ყოველი ფიქსირებულ j-თვის i = 1, 2, . . . , N − 1) შესაბამისი კომპონენტი იქნება

(
Λ1,hu

(h)(t)
)
i,j

=
ui+1,,j(t)− 2ui,,j(t) + ui−1,,j(t)

h2
. (1.43)

ტოლობიდან

Λ2,hu
(h)(t) =

1

h2



−2I I 0 . . . 0

I −2I I . . . 0

0 I −2I . . . 0
... · · · · · · . . . ...

0 0 0 . . . −2I





u
(h)
1 (t)

u
(h)
2 (t)

u
(h)
3 (t)
...

u
(h)
N−1(t)


გამომდინარეობს, რომ

(
Λ2,hu

(h)(t)
)
i,j

=
ui,,j+1(t)− 2ui,,j(t) + ui,,j−1(t)

h2
. (1.44)

მართლაც, გვაქვს

(
Λ2,hu

(h)(t)
)
i,j

=
(
u

(h)
j−1(t)− 2u

(h)
j (t) + u

(h)
j+1(t)

)
i

=

= ui,,j+1(t)− 2ui,,j(t) + ui,,j−1(t).

თუ(1.43) და (1.44) წარმოდგენებს ჩავსვამთ (1.41)-ში, მივიღებთ (i; j) კვანძითი

წერტილის შესაბამის სხვაობიან მეორე რიგის ჩვეულებრივ დიფერენციალურ განტო-

ლებას.
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შენიშნვა 4.1. თუ მოვახდენთ (1.38)-(1.40) ამოცანის გახლეჩვას შემოთავაზე-

ბული დეკომპოზიციის სქემის მიხედვით, მივიღებთ შემდეგ სისტემას:

1

2

w1,k+1 − 2vk + vk−1

τ 2
− d2w1,k+1

dx2
= f1(x, y, tk), x ∈]0, 1[ , (1.45)

w1,k+1(0, y) = w1,k+1(1, y) = 0, (1.46)

1

2

w2,k+1 − 2vk + vk−1

τ 2
− d2w2,k+1

dy2
= f2(x, y, tk), y ∈]0, 1[ , (1.47)

w2,k+1(x, 0) = w2,k+1(x, 1) = 0, (1.48)

სადაც f = f1 + f2 ,

v0 = ϕ0(x, y), v1 = ϕ0(x, y) + τϕ1(x, y).

მიახლოებით ამონახსნად t = tk+1 წერტილში ვაცხადებთ ვექტორს

vk+1 =
1

2
(w1,k+1 + w2,k+1) .

ბუნებრივია მოვითხოვოთ, რომ ყოველი k-თვის vk მიახლოებამ დააკმაყოფილოს

ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობები. თუ მოვითხოვთ, რომ ϕ1(x, y) ფუნქციამ დააკ-

მაყოფილოს ერთგვაროვანი სასაზღვრო პირობები, ცხადია v1 ავტომაურად დააკმაყო-

ფილებს ერგვაროვან სასაზღვრო პირობებს (ϕ0(x, y) ისედაც აკმაყოფილებს ერთგვა-

როვან სასაზღვრო პირობებს). რაც შეეხება v2-ს, ის არის საშუალო არითმეტიკული

w1,2 და w2,2-ის. w1,2(x, y) არის (1.45), (1.46) ამოცანის ამონახსნი (y ასრულებს პარა-

მეტრის როლს). ცხადია, რომ აუცილებელი არ არის w1,2(x, y) ამონახსნმა y პარამეტ-

რის მიმართ შუალედის ბოლოებში (y = 0 და y = 1) დააკმაყოფილოს ერთგვაროვანი

სასაზღვრო პირობები. ამ ფაქტს ადგილი რომ ჰქონდეს, საჭიროა (1.45) განტოლება

გახდეს ერთგვაროვანი, შესაბამისად y = 0 და y = 1 წრფეებზე, ე.ი. უნდა შესრულდეს

პირობები f1(x, 0, t1) ≡ 0 და f1(x, 1, t1) ≡ 0, x ∈ [0, 1] . ანალოგიურად w2,2(x, y)-ის

შემთხვევაში უნდა შესრულდეს პირობები f2(0, y, t1) ≡ 0 და f2(1, y, t1) ≡ 0, y ∈ [0, 1] .

თუ მოვითხოვთ, რომ ყოველი k-თვის vk მიახლოებამ დააკმაყოფილოს ერთგვაროვანი

სასაზღვრო პირობები, ცხადია ზემოთ მოყვანილი პირობები უნდა შესრულდეს ყოველ

tk წერტილში.
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შენიშნვა 4.2. (1.38)-(1.40) ამოცანისთვის A ოპერატორი იქნება (−∆) ოპერატო-

რის გაფართოება თვითშეუღლებულ ოპერატორამდე L2(Ω) სივრცეში (აქ იგულისხმე-

ბა, რომ (−∆) ოპერატორის განსაზღვრის არეა C2 კლასის ფუნქციები, რომლებიც Ω

არის საზღვარზე, ∂Ω-ზე ხდება ნულის ტოლი).

ტესტი1. განვიხილოთ შემდეგი კონკრეტული ამოცანა:

∂2u

∂t2
−∆u = 2π2χ(x, y), (x, y, t) ∈]0, 1[2×]0, T ], (1.49)

u (x, y, 0) = χ(x, y), u′t(0) = 0, (1.50)

u |x=0,1= 0, u |y=0,1= 0, (1.51)

სადაც χ(x, y) = sin(πx) sin(πy) .

ცხადია (1.49)-(1.51) ამოცანის ამონახსნია u(x, y, t) = χ(x, y) .

თუ (1.49)-(1.51) ამოცანისთვის გამოვიყენებთ შემოთავაზებული დეკომპოზიციის

ალგორითმს, მივიღებთ შემდეგ გახლეჩილ სისტემას:

1

2

w1,k+1 − 2vk + vk−1

τ 2
− d2w1,k+1

dx2
= π2χ(x, y), x ∈]0, 1[ , (1.52)

w1,k+1(0, y) = w1,k+1(1, y) = 0, (1.53)

1

2

w2,k+1 − 2vk + vk−1

τ 2
− d2w2,k+1

dy2
= π2χ(x, y), y ∈]0, 1[ , (1.54)

w2,k+1(x, 0) = w2,k+1(x, 1) = 0, (1.55)

სადაც

v0 = χ(x, y), v1 = χ(x, y).

მიახლოებით ამონახსნად t = tk+1 წერტილში ვაცხადებთ ფუნქციას

vk+1 =
1

2
(w1,k+1 + w2,k+1) .

(1.52)-დან გვაქვს

w1,2 − 2τ 2d
2w1,2

dx2
= 2v1 − v0 + 2τ 2π2χ(x, y).
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თუ ამ განტოლებაში ჩავსვამთ v0 და v1-ის მნიშვნელობებს, მივიღებთ

w1,2 − 2τ 2d
2w1,2

dx2
=
(
1 + 2τ 2π2

)
χ(x, y). (1.56)

ცხადია, (1.56) განტოლების ამონახსნი (1.53) სასაზღვრო პირობებით იქნებაw1,2(x, y) =

χ(x, y) .

w1,k+1 = c1,k+1χ(x, y),

c1,k+1

(
1 + 2τ 2π2

)
χ(x, y) =

(
2ck − ck−1 + 2τ 2π2

)
χ(x, y),

c1,k+1 =
1

1 + 2τ 2π2

(
2ck − ck−1 + 2τ 2π2

)
,

c2,k+1 =
1

1 + 2τ 2π2

(
2ck − ck−1 + 2τ 2π2

)
,

ck+1 =
1

1 + 2τ 2π2

(
2ck − ck−1 + 2τ 2π2

)
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თავი 2

პარალელური დეკომპოზიციის სქემა

კვაზიწრფივი აბსტრაქტული

ჰიპერბოლური განტოლებისთვის

2.1 ამოცანის დასმა

განვხილოთ კოშის ამოცანა
d2u(t)

dt2
+ Au(t) +M(u(t)) = f(t), t ∈ [0, T ] (2.1)

u(0) = ϕ0,
du(t)

dt
= ϕ1 (2.2)

სადაც D (A) = H , A∗ = A და (Au, u) ≥ α||u||2 ∀u ∈ D(A), α = const > 0

‖ . ‖ და (.,.) არის შესაბამისად ნორმა და სკალარული ნამრავლი განმარტებული H

ჰილბერტის სივრცეში სივრცეში. არაწრფივი ოპერატორი M (·) აკმაყოფილებს ლიფ-

შიცის პირობას, ანუ

‖M(u)−M(v)‖ ≤ a ‖u− v‖ , ∀u, v ∈ H, a = const > 0.

ხოლო ϕ0 და ϕ1 მოცემული ვექტორებია H-დან;

u(t) ფუნქცია არის საძიებელი ორჯერ უწყვეტად წარმოებადი ფუნქცია, მნიშვნე-

ლობებით H-სივრცეში და f(t) მოცემული უწყვეტი ფუნქციაა.

ისევე, როგორც წრფივ შემთხვევაში, u(t) ვექტორ-ფუნქციას, განსაზღვრულს [0,T]

ინტერვალზე მნიშვნელობებით H-ში, ვუწოდებთ (2.1),(2.2) ამოცანის ამონახსნს, თუ

ის აკმაყოფილებს შემდეგ პირობებს:

ა) u(t) არის ორჯერ უწყვეტად წარმოებადი [0, T ] ინტერვალში

ბ) u(t) ∈ D(A) ყოველი t-სთვის [0, T ]-დან და Au(t) ფუნქცია არის უწყვეტი

გ) u(t) აკმაყოფილებს (2.1) განტოლებას [0, T ] ინტერვალზე და (2.2) საწყის პირო-

ბებს.
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აქ უწყვეტობა და დიფერენცირებადობა განსაზღვრულია H სივრცის მეტრიკით.

ვთქვათ

A =
∑m

j=1Aj, Aj = A∗j ≥ αjI, αj = const > 0

მაშინ (2.1), (2.2) ამოცანის მიახლოებით ამონახსნს

t = tk+1 = (k + 1)τ , k = 1, . . . , n− 1 , τ = T/n (n > 1)

წერტილებში განვსაზღვრავთ შემდეგი ფორმულით

vk+1 =
m∑
j=1

ηjyj,k+1 ,

m∑
j=1

ηj = 1, 0 < ηj < 1,

სადაც yj,k+1 არის ამონახსნი შემდეგი სხვაობიანი სქემის:

ηj
yj,k+1 − 2vk + vk−1

τ 2
+ Ajyj,k+1 = δi,J [f(tk)−M(vk)] (2.3)

v0 = ϕ0 , v1 = ϕ0 + τϕ1 , (2.4)

ამრიგად, ისევე, როგორც წრფივ შემთხვევაში,რომ ავაგოთ tk+1 წერტილში

(2.1), (2.2) ამოცანის მიახლოებითი ამონახსნი vk+1 საჭიროა ამოვხსნათ პარალელუ-

რად m ერთმანეთისგან დამოუკიდებელი ამოცანა. გამომდინარე აქედან (2.3)სქემას

შეგვიძლია ვუწოდოთ პარალელური ტიპის დეკომპოზიციის სქემა.
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2.2 მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილობის წარმოდ-

გენა ჩებიშევის პოლინომების საშუალებით და ძი-

რითადი თეორემა

ამ პარაგრაფში, წრფივი შემთხვევის ანალოგიურად, ნაჩვენები იქნება წარმოდგენი-

ლი სქემის კრებადობა ჩებიშევის პოლინომების დახმარებით.

ვთქვათ (2.1), (2.2) ამოცანას აქვს ამონახსნი, მაშინ (2.1) განტოლება t = tk+1

წერტილში შეგვიძლია ჩავწეროთ ასე

u(tk+1)− 2u(tk) + u(tk−1)

τ 2
+ Au(tk+1) = gk , (2.5)

სადაც

gk = f̃(tk) + A [u(tk+1)− u(tk)] + τ−2

tk+1∫
tk

(tk+1 − t) [u′′ (t)− u′′ (tk)] dt+

+τ−2

tk∫
tk−1

(t− tk−1) [u′′ (t)− u′′ (tk)] dt , f̃(t) = f(t)−M(u(t)) .

(2.5)-დან გამომდინარეობს, რომ

u(tk+1)− 2Lu(tk) + Lu(tk−1) = τ 2Lgk , (2.6)

სადაც k = 1, . . . , n− 1, და

L =
(
I + τ 2A

)−1
.

(2.3)-დან გვაქვს

yj,k+1 − 2Sjvk + Sjvk−1 = τ 2η−1
j δ1,jSj [f(tk)−M (vk)] , (2.7)

სადაც j = 1, . . . ,m ,

Sj =
(
I + τ 2η−1

j Aj
)−1

.

თუ (2.7) ტოლობის ორივე მხარეს გავამრავლებით და შემდეგ აჯამვით მივიღებთ

ηj-ზე, მივიღებთ

vk+1 − 2Svk + Svk−1 = τ 2ψk , (2.8)
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სადაც k = 1, . . . , n− 1,

S =
m∑
j=1

ηjSj , ψk =
m∑
j=1

δi,jSj [f(tk)−M (vk)] = S1 [f(tk)−M (vk)] .

თუ (2.6)-ს გამოვაკლებთ (2.8)-ს, მივიღებთ:

zk+1 − 2Szk + Szk−1 = rk , (2.9)

სადაც zk = vk − u(tk),

rk = r0,k + r1,k − L(τ 2r2,k + r3,k) + r4,k

r0,k = (S − L)u(tk)

r1,k = (S − L)[u(tk)− u(tk−1)]

r2,k = A[u(tk+1)− u(tk)], r4,k = τ 2[ψk − Lf̃(tk)]

r3,k =
tk+1∫
tk

(tk+1 − t)[u′′(t)− u′′(tk)]dt+

+
tk∫

tk−1

(t− tk−1)[u′′(t)− u′′(tk)]dt

(2.9) განტოლების ამონახსნის ცხადი სახით წარმოდგენისთვის ისევ ვიყენებთ ჩე-

ბიშევის პოლინომებს, რომლებიც ჩაიწერება შემდეგი რეკურენტული დამოკიდებულე-

ბებით:

Ũk+1(x, y) = xŨk(x, y)− yŨk−1(x, y), k = 1, 2, ... ,

Ũ1(x, y) = x, Ũ0(x, y) = 1.

Ũk(x, y) ჩვენ ვუწოდებთ ჩებიშევის ორი ცვლადის პოლინომებს, რადგან Uk(x) =

Ũk (2x, 1) წარმოადგენს ჩებიშევის მეორე გვარის პოლინომებს. და შემდეგი ფორმულა:

Uk(x, y) =
√
ykUk(ξ, 1), ξ =

x
√
y
, y > 0 , (2.10)

ამყარებს კავშირს Ũk(x, y) და Uk(x)-ს შორის.

ახლა ცხადად ჩავწეროთ (2.9) განტოლების ამონახსნი Ũk(x, y) პოლინომების სა-

შუალებით. ინდუქციის გამოყენებით მიიღება:

zk+1 = Ũk (2S, S) z1 − SŨk−1 (2S, S) z0 +
k∑
i=1

Ũk−i (2S, S) ri . (2.11)
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უკვე ნაჩვენები გვაქვს, რომ რადგან Sj (j= 1, . . . ,m) თვითშეუღლებული, არა-

უარყოფითი შემოსაზღვრული ოპერატორებია, ამიტომ S ოპერატორიც ასევე იქნება

თვითსეუღლებული, არაუარყოფითი და შემოსაზღვრულია და არსებობს ერთადერთი

კვადრატული ფესვი S1/2

მოყვანილი ფაქტის გამოყენებით შეგვიძლია დავწეროთ ტოლობა

Ũk (2S, S) = BkŨk (2B, I) = BkUk(B) , B = S1/2.

და ამ ტოლობის გათვალისწინებით (2.11) მიიღებს შემდეგ სახეს

zk+1 = BkUk(B)z1 −Bk+1Uk−1(B)z0 +
k∑
i=1

Bk−iUk−i(B)ri . (2.12)

ფორმულა (2.12) არის ძირითადი დამოკიდებულება. მისი გამოყენებით მტკიც-

დება შემდეგი თეორემა.

თეორემა 2.2.1. ვექტორები (uk − uk−1) /τ, A1/2uk და Auk არის ერთობლივად შე-

მოსაზღვრული, ე.ი. არსებობს მუდმივები M1,M2 და M3 (n-ისგან დამოუკიდებელი)

რომ ∥∥∥∥uk − uk−1

τ

∥∥∥∥ ≤M1, ‖Auk‖ ≤M2,
∥∥A1/2uk

∥∥ ≤M3, k = 1, ..., n.

თეორემა 2.2.2 თუ (2.1), (2.2) ამოცანას ამონახსნი აქვს, მაშინ სამართლიანია

მიახლოებითი ცდომილობის შემდეგი შეფასება

‖zk+1‖ ≤ exp (ctk−1)

(
γ0

∥∥∥∥∆z0

τ

∥∥∥∥+ γ1 ‖z0‖+ Θk(τ)

)
, zk = vk − u(tk), (2.13)

სადაც ∆z0 = z1 − z0 , c = ν−1/2a , ν = min1≤j≤m (αj), γ0 = ν−1/2 + cτ 2,

γ1 = 1 +
√

2 + cτ ,

Θk(τ) = τ 2
∑k

i=1[c1‖Au(ti)‖+ c3‖f̃(ti)‖]+

+τ
∑k

i=1[c1Ji(ti−1, A
1/2u) + c2Ji(ti+1, A

1/2u)]+

+c2

∑k
i=1

ti+1∫
ti−1

[Ji(t, A
1/2u) + Ji(t, A

−1/2f̃)]dt ,

და სადაც

Ji(t, u) = ‖u(ti)− u(t)‖, f̃(t) = f(t)−M(u(t)),

c1 =
∑m

j=1 η
−3/2
j (η−1

j aj + 1), aj = ‖AjA−1‖ <∞

c2 = m+ c0 , c0 =
∑m

j=1 η
−1/2
j aj , c3 = η

−1/2
1 +m+ c0
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. შედეგი 2.2.1. თუ f(t) და A1/2u(t) ფუნქციები [0, T ] -ზე უწყვეტია ჰელდერის აზრით

λ (0 < λ ≤ 1) მაჩვენებლით, მაშინ

‖u(tk)− vk‖ ≤ cτλ, c = const > 0.

თეორემის დასამტკიცებლად საჭირო დამხმარე ლემები და დებულებების სამარ-

თლიანობა ნაჩვენები გვაქვს უკვე წრფივი შემთხვევის განხილვისას.

2.3 მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილების შეფასება

ამ ნაწილში განვაგრძობთ თეორემა 2.1-ის დამტკიცებას, რომელიც ეხება მიახლოე-

ბითი ამონახსნის ცდომილების შეფასებას:

zk+1 = BkUk(B)z1 −Bk+1Uk−1(B)z0 +
k∑
i=1

Bk−iUk−i(B)ri . (2.14)

ფორმულა ჩავწეროთ შემდეგი სახით:

zk+1 = τBkUk(B)
∆z0

τ
+Bk (Uk(B)−BUk−1(B)) z0 +

k∑
i=1

Bk−iUk−i(B)ri , (2.15)

სადაც ∆z0 = z1 − z0 .

ცხადია, რომ ∆z0/τ არის მიახლოებითი ამონახსნის შესაბამისი პირველი რი-

გის წარმოებულის სხვაობიანი ანალოგის ცდომილება t = 0 წერტილში,

∆z0

τ
=

∆u0

τ
− ∆u(0)

τ
, ∆u(0) = u(τ)− u(0) .

გადავიდეთ ნორმებზე (2.15) გამოსახულებაში, მივიღებთ

‖zk+1‖ ≤ τ
∥∥Bk−1

∥∥ ‖BUk(B)‖
∥∥∥∥∆z0

τ

∥∥∥∥+
∥∥Bk

∥∥ ‖Uk(B)−BUk−1(B)‖ ‖z0‖+

+
k∑
i=1

∥∥Bk−i∥∥∥∥∥Uk−i(B)
(
I −B2

)1/2
∥∥∥∥∥∥(I −B2

)−1/2
ri

∥∥∥ .

აქედან (1.27), (1.28) და (1.29) შეფასებების გათვალისწინებით (‖B‖ ≤ 1), მიიღება

‖zk+1‖ ≤ ν−1/2

∥∥∥∥∆z0

τ

∥∥∥∥+
(

1 +
√

2
)
‖z0‖+

k∑
i=1

∥∥∥(I −B2
)−1/2

ri

∥∥∥ . (2.16)

ცხადია, გვაქვს
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∥∥∥(I −B2
)−1/2

ri

∥∥∥ =
∥∥∥(I − S)−1/2 ri

∥∥∥ ≤
≤ λ0,i + λ1,i + τ 2λ2,i + λ3,i + λ4,i , (2.17)

სადაც

λs,i =
∥∥∥(I − S)−1/2 rs,i

∥∥∥ , s = 0, 1, 4,

λs,i =
∥∥∥(I − S)−1/2 Lrs,i

∥∥∥ , s = 2, 3 .

(1.22)-is გამოყენებით მივიღებთ:

λ0,i =
∥∥∥(I − S)−1/2 (S − L)u(ti)

∥∥∥ ≤ τ 2c1 ‖ALu(ti)‖ ≤ τ 2c1 ‖Au(ti)‖ , (2.18)

λ1,i =
∥∥∥(I − S)−1/2 (S − L) [u(ti)− u(ti−1)]

∥∥∥ ≤
≤ τ 2c1 ‖AL [u(ti)− u(ti−1)]‖ ≤

≤ τc1

∥∥τA1/2L
∥∥∥∥A1/2 [u(ti)− u(ti−1)]

∥∥ ≤
τc1

∥∥A1/2 [u(ti)− u(ti−1)]
∥∥ . (2.19)

(1.23)-ის და (1.24) გამოყენებით შესაბამისად, მიიღება:

τ 2λ2,i = τ 2
∥∥∥(I − S)−1/2 LA [u(ti+1)− u(ti)]

∥∥∥ ≤
≤ τc2

∥∥A1/2 [u(ti+1)− u(ti)]
∥∥ , (2.20)

λ3,i =
∥∥∥(I − S)−1/2 Lr3,i

∥∥∥ ≤ τ−1c2

∥∥A−1/2r3,i

∥∥ ≤

≤ τ−1c2

∥∥∥∥∥∥
ti+1∫
ti

(ti+1 − t)A−1/2 [u′′ (t)− u′′ (ti)] dt

∥∥∥∥∥∥ ≤
+τ−1c2

∥∥∥∥∥∥
ti∫

ti−1

(t− ti−1)A−1/2 [u′′ (t)− u′′ (ti)] dt

∥∥∥∥∥∥ ≤
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≤ c2

ti+1∫
ti−1

∥∥A−1/2 [u′′ (t)− u′′ (ti)]
∥∥ dt .

აქედან (2.1) განტოლების გათვალისწინებით მივიღებთ:

λ3,i ≤ c2

ti+1∫
ti−1

∥∥A1/2 [u (t)− u (ti)]
∥∥ dt+

+c2

ti+1∫
ti−1

∥∥∥A−1/2
[
f̃(t)− f̃(ti)

]∥∥∥ dt . (2.21)

შევაფასოთ λ4,i . r4,i-ს მივცეთ შემდეგი სახე

r4,i = τ 2
[
ψi − Lf̃(ti)

]
= τ 2S1 [f(ti)−M (vi)]− τ 2Lf̃(ti) =

= τ 2S1 [f(ti)−M(u(ti))] + τ 2S1 [M(u(ti))−M (vi)]− τ 2Lf̃(ti) =

= τ 2S1 [M(u(ti))−M (vi)] + τ 2S1f̃(ti)− τ 2Lf̃(ti) =

= τ 2S1 [M(u(ti))−M (vi)] + τ 2(S1 − I)f̃(ti) + τ 2(I − L)f̃(ti) = (2.22)

= τ 2S1 [M(u(ti))−M (vi)] + τ 2(S1 − I)f̃(ti) + τ 4ALf̃(ti) .

აქედან გვაქვს

λ4,i =
∥∥∥(I − S)−1/2 r4,i

∥∥∥ ≤
≤ τ 2

∥∥∥(I − S)−1/2 S1 [M(u(ti))−M (vi)]
∥∥∥ ≤

+ τ 2
∥∥∥(I − S)−1/2 (I − S1) f̃(ti)

∥∥∥+ τ 4
∥∥∥(I − S)−1/2ALf̃(ti)

∥∥∥ . (2.23)

თუ გამოვიყენებთ (1.25) უტოლობას, მივიღებთ:

∥∥∥(I − S)−1/2 S1h
∥∥∥ ≤ η

−1/2
1

∥∥∥(I − S1)−1/2 S1h
∥∥∥ ≤

η
−1/2
1

∥∥∥(τ 2η−1
1 A1S1

)−1/2
S1h
∥∥∥ = τ−1

∥∥∥A−1/2
1 S

1/2
1 h

∥∥∥ ≤ (τ√ν)−1 ‖h‖ , (2.24)

∥∥∥(I − S)−1/2 (I − S1)h
∥∥∥ ≤ η

−1/2
1

∥∥∥(I − S1)1/2 h
∥∥∥ ≤ η

−1/2
1 ‖h‖ . (2.25)

ახლა გამოვიყენოთ უტოლობა
∥∥τA1/2L1/2

∥∥ ≤ 1, მაშინ (1.18)-დან მივიღებთ:
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τ 2
∥∥∥(I − S)−1/2ALf

∥∥∥ ≤ τ
(
m
∥∥A1/2Lf

∥∥+ c0

∥∥A1/2L1/2f
∥∥)

≤ (m+ c0) ‖f‖ . (2.26)

(2.23)-დან, (2.24), (2.25) და (2.26) შეფასებების გათვალისწინებით მივიღებთ

λ4,i ≤ τν−1/2 ‖M(u(ti))−M (vi)‖+ τ 2c3

∥∥∥f̃(ti)
∥∥∥ . (2.27)

სადაც c3 = η
−1/2
1 +m+ c0 .

რადგან M არაწრფივი ოპერატორი აკმაყოფილებს ლიფშიცის პირობას, ამი-

ტომ (2.27)-დან გვაქვს

λ4,i ≤ τν−1/2a ‖u(ti)− vi‖+ τ 2c3

∥∥∥f̃(ti)
∥∥∥ , (2.28)

სადაც a არის ლიფშიცის მუდმივა.

თუ (2.17)-ში ჩავსვამთ (2.18), (2.19), (2.20), (2.21) და (2.28), მივიღებთ:

∥∥∥(I −B2
)−1/2

ri

∥∥∥ ≤ τν−1/2a ‖zi‖+ τ 2c1 ‖Au(ti)‖+

+ τc1Ji(ti−1, A
1/2u) + τc2Ji(ti+1, A

1/2u) + τ 2c3

∥∥∥f̃(ti)
∥∥∥+

+ c2

ti+1∫
ti−1

[
Ji
(
t, A1/2u

)
+ Ji

(
t, A−1/2f̃

)]
dt , (2.29)

სადაც

Ji (t, u) = ‖u(ti)− u(t)‖ .

(2.16)-დან (2.29)-ის გათვალისწინებით მიიღება

δk+1 ≤ cτδk + λk , (2.30)

სადაც δk = ‖zk‖ , c = ν−1/2a ,

λk = ν−1/2

∥∥∥∥∆z0

τ

∥∥∥∥+
(

1 +
√

2
)
‖z0‖+ Θk(τ) .

(2.30)-დან, გრონველის დისკრეტულის ანალოგის შესახებ ლემიდან, გვაქვს:

δk+1 ≤ exp (ctk−1) (cτδ1 + λk) .
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ცხადია აქედან

δ1 = ‖z1‖ ≤ τ

∥∥∥∥∆z0

τ

∥∥∥∥+ ‖z0‖

უტოლობის გათვალისწინებით მიიღება (2.13) შეფასება.

2.4 მიახლოებითი ამონახსნის შესაბამისი პირველი რი-

გის წარმოებულის სხვაობიანი ანალოგის ცდომი-

ლების შეფასება

ამ პარაგრაფში წინა პარაგრაფების შედეგებზე დაყრდნობით ჩვენ მივიღებთ შეფასე-

ბებს (2.3) დეკომპოზიციის სქემის ამოხსნის შესაბამისი პირველი რიგის წარმოებულის

სხვაობიანი ანალოგის ცდომილებისთვის.

თეორემა 1: ვთქვათ uk და uk არის (2.1),(2.2) დიფერენციალური განტოლების ამო-

ნახსნი, რომელიც შეესაბამება საწყის ვექტორებს (u0, u1, fk) და
(
u0, u1, fk

)
, რომელთა

კომპონენტები საკმარისად გლუვია. მაშინ zk = uk − uk-თვის შემდეგი მიახლოებები

არის სამართლიანი:

‖Azk+1‖ ≤ c

(
‖Az0‖+

∥∥∥∥∆z0

τ

∥∥∥∥+ τ

∥∥∥∥A∆z0

τ

∥∥∥∥+ τ
k∑
i=1

∥∥fi − fi∥∥) , (2.31)

∥∥∥∥∆zk
τ

∥∥∥∥ ≤ c

(
‖Az0‖+

∥∥∥∥∆z0

τ

∥∥∥∥+ τ

∥∥∥∥A∆z0

τ

∥∥∥∥+ τ
k∑
i=1

∥∥fi − fi∥∥) , (2.32)

სადაც k = 1, ..., n− 1, ∆zk = zk+1 − zk.

თეორემა 2. ვთქვათ (3.1), (3.2) ამოცანას აქვს ამონახსნი აქვს და ϕ0 ∈ D(A).

მაშინ მართებულია შეფასება

∥∥∥∥∆zk
τ

∥∥∥∥ ≤ c4

∥∥∥∥∆z0

τ

∥∥∥∥+ (τtk)
−1/2 ‖z0‖+ Θ̃k(τ) , (2.33)

სადაც ∆zk = zk+1 − zk , c4 = 1 +
√

2 ,

Θ̃k(τ) = τ
∑k

i=1[(c4c5 + c1)Ji(ti−1, u
′′) + c4Ji(ti+1, u

′′) + ac6Ji(ti−1, u)]+

+τ
∑k

i=1[c7Ji(ti−1, f) + c4Ji(ti−1, f)] + c4

∑k
i=1(

ti+1∫
ti−1

Ji(t, u
′′)dt+ τa‖zi‖)

+τ [c1‖Aϕ0‖+ c6(‖f(0)‖+ ‖M(ϕ0)‖)],
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და სადაც c6 = η
−1/2
1 +m+ c0 , c7 = c4c5 + c1 + c6 ,

c5 =
m∑
j=1

η−1
j

(
η−1
j + 1

)
, Ji (t, u) = ‖u(ti)− u(t)‖ .

დამტკიცება: (2.12) ფორმულის ძალით გვაქვს

zk+1 − zk = (Rk −Rk−1) z1 − (Rk−1 −Rk−2)B2z0 + Φk , (2.34)

სადაც Rk = BkUk(B) ,

Φk =
k∑
i=1

Rk−iri −
k−1∑
i=1

Rk−1−iri .

(2.34)-ს მივცეთ შემდეგი სახე

∆zk
τ

= (Rk −Rk−1)
∆z0

τ
+ τ−1

[
Rk +B2Rk−2 −

(
I +B2

)
Rk−1

]
z0 + τ−1Φk ,(2.35)

სადაც ∆zk = zk+1 − zk .

მარტივი გარდაქმნებით მიიღება

Rk +B2Rk−2 −
(
I +B2

)
Rk−1 =

= Bk−1
[
B (Uk + Uk−2)−

(
I +B2

)
Uk−1

]
=

= −Bk−1
(
I −B2

)
Uk−1 .

აქედან (1.28) შეფასების გათვალისწინებით გვაქვს

∥∥Rk +B2Rk−2 −
(
I +B2

)
Rk−1

∥∥ ≤
≤

∥∥∥Bk−1
(
I −B2

)1/2
∥∥∥∥∥∥Uk−1

(
I −B2

)1/2
∥∥∥ ≤ ∥∥∥Bk−1

(
I −B2

)1/2
∥∥∥ ≤

≤ max
0≤x≤1

[
xk−1

(
1− x2

)1/2
]
≤ 1√

k
. (2.36)

ცხადია (1.30)-ის თანახმად გვაქვს

‖Rk −Rk−1‖ =
∥∥Bk−1 (BUk(B)− Uk−1(B))

∥∥ ≤
≤

∥∥Bk−1
∥∥ ‖BUk(B)− Uk−1(B)‖ ≤ 1 +

√
2 . (2.37)

Φk-ს შეგვიძლია მივცეთ შემდეგი სახე
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Φk =
k∑
i=1

Rk−i
(
ri − r0,i − τ 2ζi

)
−

k−1∑
i=1

Rk−1−i
(
ri − r0,i − τ 2ζi

)
+

+
k∑
i=1

Rk−i
(
r0,i + τ 2ζi

)
−

k−1∑
i=1

Rk−1−i
(
r0,i + τ 2ζi

)
=

=
k∑
i=1

(Rk−i −Rk−1−i)
(
ri − r0,i − τ 2ζi

)
+

+
k∑
i=1

Rk−i
(
r0,i + τ 2ζi

)
−

k∑
i=2

Rk−i
(
r0,i−1 + τ 2ζi−1

)
=

=
k∑
i=1

(Rk−i −Rk−1−i)
(
ri − r0,i − τ 2ζi

)
+

+
k∑
i=1

Rk−i
[
(r0,i − r0,i−1) + τ 2 (ζi − ζi−1)

]
+Rk−1

(
r0,0 + τ 2ζ0

)
, (2.38)

სადაც R−1 = 0 ,

ζi = (S1 − I)f̃(ti) + τ 2ALf̃(ti) .

(2.37)-ის გათვალისწინებით გვაქვს

∥∥(Rk−i −Rk−1−i)
(
ri − r0,i − τ 2ζi

)∥∥ ≤
≤ c4

(
‖r1,i‖+ τ 2 ‖Lr2,i‖+ ‖Lr3,i‖+

∥∥r4,i − τ 2ζi
∥∥) . (2.39)

სადაც c4 = 1 +
√

2 .

(1.17) ფორმულის გამოყენებით მიიღება

‖r1,i‖ = ‖(S − L) [u(ti)− u(ti−1)]‖ =

= τ 2

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

η−1
j (I − Sj)

(
η−1
j AjA

−1 − I
)
AL [u(ti)− u(ti−1)]

∥∥∥∥∥ ≤
≤ τ 2c5 ‖A [u(ti)− u(ti−1)]‖ , (2.40)

ცხადია Lr2,i-თვის გვაქვს

‖Lr2,i‖ ≤ ‖A [u(ti+1)− u(ti)]‖ . (2.41)

(2.40) და (2.41) უტოლობებიდან (3.1) განტოლების გათვალისწინებით მიიღება
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‖r1,i‖+ τ 2 ‖Lr2,i‖ ≤ τ 2c5 (‖u′′ (ti)− u′′ (ti−1)‖+ ‖f(ti)− f(ti−1)‖) +

+τ 2 (‖u′′ (ti+1)− u′′ (ti)‖+ ‖f(ti+1)− f(ti)‖) . (2.42)

ასევე ცხადია, რომ (2.22)-დან გამომდინარეობს

∥∥r4,i − τ 2ζi
∥∥ ≤ τ 2 ‖S1 [M (u(ti))−M (vi)]‖ ≤ aτ 2 ‖u(ti)− vi‖ . (2.43)

r3,i-ის წარმოდგენიდან გამომდინარეობს, რომ

‖Lr3,i‖ ≤
ti+1∫
ti

(ti+1 − t) ‖u′′ (t)− u′′ (ti)‖ dt+

+

ti∫
ti−1

(t− ti−1) ‖u′′ (t)− u′′ (ti)‖ dt ≤

≤ τ

ti+1∫
ti−1

‖u′′ (t)− u′′ (ti)‖ dt . (2.44)

Tu (2.42), (2.43) და (2.44) უტოლობებს ჩავსვამთ (2.39)-ში, მივიღებთ

∥∥(Rk−i −Rk−1−i)
(
ri − r0,i − τ 2ζi

)∥∥ ≤
≤ τ 2c4c5 (‖u′′ (ti)− u′′ (ti−1)‖+ ‖f(ti)− f(ti−1)‖) +

+τ 2c4 (‖u′′ (ti+1)− u′′ (ti)‖+ ‖f(ti+1)− f(ti)‖) +

+τc4

ti+1∫
ti−1

‖u′′ (t)− u′′ (ti)‖ dt+ ac4τ
2 ‖u(ti)− vi‖ . (2.45)

(1.28) შეფასებების თანახმად გვაქვს

‖Rk−i (r0,i − r0,i−1)‖ =
∥∥∥Rk−i

(
I −B2

)1/2 (
I −B2

)−1/2
(r0,i − r0,i−1)

∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥Uk−i (I −B2
)1/2
∥∥∥∥∥∥(I − S)−1/2 (r0,i − r0,i−1)

∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥(I − S)−1/2 (r0,i − r0,i−1)
∥∥∥ . (2.46)

ცხადია ანალოგიურად მიიღება

‖Rk−i (ζi − ζi−1)‖ ≤
∥∥∥(I − S)−1/2 (ζi − ζi−1)

∥∥∥ ≤
≤

∥∥∥(I − S)−1/2 (S1 − I)
(
f̃(ti)− f̃(ti−1)

)∥∥∥+

+τ 2
∥∥∥(I − S)−1/2AL

(
f̃(ti)− f̃(ti−1)

)∥∥∥ . (2.47)
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თუ(2.46)-ში ჩავსვამთ r0,i-ს გამოსახულებას (r0,i = (S − L)u(ti) ) და გავითვალის-

წინებთ (1.22) შეფასებას, მივიღებთ

‖Rk−i (r0,i − r0,i−1)‖ ≤ τ 2c1 ‖A [u(ti)− u(ti−1)]‖ . (2.48)

ანალოგიურად გვაქვს

‖Rk−1r0,0‖ ≤ τ 2c1 ‖Au(0)‖ = τ 2c1 ‖Aϕ0‖ , ϕ0 ∈ D(A). (2.49)

(2.48)-დან (3.1) განტოლების გათვალისწინებით მიიღება

‖Rk−i (r0,i − r0,i−1)‖ ≤ τ 2c1 (‖u′′ (ti)− u′′ (ti−1)‖+ ‖f(ti)− f(ti−1)‖) . (2.50)

თუ(2.47)-ში გავითვალისწინებთ (??), (1.18) და τ
∥∥A1/2L1/2h

∥∥ ≤ h შეფასებებს,

მივიღებთ

‖Rk−i (ζi − ζi−1)‖ ≤ η
−1/2
1

∥∥∥f̃(ti)− f̃(ti−1)
∥∥∥+

τm
∥∥∥A1/2L

(
f̃(ti)− f̃(ti−1)

)∥∥∥+ τc0

∥∥∥A1/2L1/2
(
f̃(ti)− f̃(ti−1)

)∥∥∥ ≤
≤ c6

∥∥∥f̃(ti)− f̃(ti−1)
∥∥∥ ≤ c6 (‖f(ti)− f(ti−1)‖+ a ‖u(ti)− u(ti−1)‖) , (2.51)

სადაც c6 = η
−1/2
1 +m+ c0 .

(2.51)-ის ანალოგიურად სამართლიანია უტოლობა

‖Rk−1ζ0‖ ≤ c6

∥∥∥f̃(t0)
∥∥∥ ≤ c6 (‖f(0)‖+ ‖M(ϕ0)‖) . (2.52)

ცხადია (2.50) da (2.51) უტოლობებიდან გამომდინარეობს

∥∥Rk−i
[
(r0,i − r0,i−1) + τ 2 (ζi − ζi−1)

]∥∥ ≤
≤ τ 2 (c1 ‖u′′ (ti)− u′′ (ti−1)‖+ ac6 ‖u(ti)− u(ti−1)‖)

+ τ 2(c1 + c6) ‖f(ti)− f(ti−1)‖ . (2.53)

თუ (2.38)-ში გადავალთ ნორმებზე და გავითვალისწინებთ (2.45), (2.53), (2.49)

და (2.52) უტოლობებს მივიღებთ
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‖Φk‖ ≤ τ 2c4c5

k∑
i=1

(‖u′′ (ti)− u′′ (ti−1)‖+ ‖f(ti)− f(ti−1)‖) +

+ τ 2c4

k∑
i=1

(‖u′′ (ti+1)− u′′ (ti)‖+ ‖f(ti+1)− f(ti)‖) +

+
k∑
i=1

τc4

ti+1∫
ti−1

‖u′′ (t)− u′′ (ti)‖ dt+ ac4τ
2 ‖zi‖

+

+ τ 2

k∑
i=1

(c1 ‖u′′ (ti)− u′′ (ti−1)‖+ ac6 ‖u(ti)− u(ti−1)‖) +

+ τ 2(c1 + c6)
k∑
i=1

‖f(ti)− f(ti−1)‖+

+ τ 2c1 ‖Aϕ0‖+ τ 2c6 (‖f(0)‖+ ‖M(ϕ0)‖)

ან რაც იგივეა

‖Φk‖ ≤ τ 2

k∑
i=1

[(c4c5 + c1)Ji(ti−1, u
′′) + c4Ji(ti+1, u

′′)+

+ ac6Ji (ti−1, u)] + τ 2

k∑
i=1

[c7Ji (ti−1, f) + c4Ji (ti−1, f)] +

+ τc4

k∑
i=1

 ti+1∫
ti−1

Ji (t, u
′′) dt+ τa ‖zi‖

+

+ τ 2 [c1 ‖Aϕ0‖+ c6 (‖f(0)‖+ ‖M(ϕ0)‖)] , (2.54)

სადაც c7 = c4c5 + c1 + c6 .

(2.35)-დან(2.36), (2.37) და (2.54)-ის გათვალისწინებით გამომდინარეობს(2.33).

შედეგი 2.4.1. თუ f(t) და u′′ (t) ფუნქციები [0, T ]-ზე უწყვეტია ჰელდერის აზ-

რით λ (0 < λ ≤ 1) მაჩვენებლით, მაშინ

∥∥∥∥u′ (tk)− vk+1 − vk
τ

∥∥∥∥ ≤ cτλ, c = const > 0. (2.55)

შეფასება (2.55) გამომდინარეობს შემდეგი ტოლობიდან
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u′ (tk)−
vk+1 − vk

τ

= τ−1

tk+1∫
tk

[u′ (tk)− u′ (t)] dt−
zk+1 − zk

τ

(2.33)-ის გათვალისწინებით.
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თავი 3

მაღალი რიგის დეკომპოზიციის სქემა

ერთგვაროვანი აბსტრაქტული

ჰიპერბოლური განტოლებისთვის

3.1 ამოცანის დასმა

განვიხილოთ კოშის ამოცანა აბსტრაქტულ-ჰიპერბოლური განტოლებისთვუს ჰილ-

ბერტის სივრცეში H:
d2u(t)

dt2
+ Au (t) = 0, t ∈ [0, T ] , (3.1)

u (0) = ϕ0,
du (0)

dt
= ϕ1. (3.2)

სადაც A არის თვითშეუღლებული (A არაა დამოკიდებული t-ზე), დადებითად გან-

საზღვრული (საზოგადოდ შემოუსაზღვრელი) ოპერატორი, რომლის განსაზღვრის არე

D (A) ყველგან მკვრივია H-ში, D (A) = H, A = A∗ და

(Au, u) ≥ a ‖u‖2 , ∀u ∈ D (A) , a = const > 0,

სადაც ‖·‖ და (·, ·) შესაბამისად არის ნორმა და სკალარული ნამრავლი H-ში; ϕ0 და

ϕ1 მოცემული ვექტორებია H-დან; u (t) არის უწყვეტი, ორჯერ უწყვეტად დიფერენცი-

რებადი საძიებელი ფუნქცია მნიშვნელობებით H-ში.

როგორც ცნობილია, თუ ϕ0 ∈ D (A) , ϕ1 ∈ D
(
A1/2

)
მაშინ არსებობს ისეთი ორჯერ

უწყვეტად დიფერენცირებადი ფუნქცია u (t), რომელიც აკმაყოფილებს განტოლებას

(3.1) და საწყის პირობებს (3.2) . ამ შემთხვევაში, ამონახსნი მოიცემა შემდეგი ფორ-

მულით:

u(t) = cos
(
tA1/2

)
ϕ0 + A−1/2 sin

(
tA1/2

)
ϕ1, (3.3)
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სადაც cos
(
tA1/2

)
და sin

(
tA1/2

)
ოპერატორ ფუნქციები განსაზღვრულია ეილერის

განზოგადებულ ფორმულებით.

ვთქვათ A = A1 + A2 + ... + Am, სადაც Aj (j = 1, ...,m) არის თვითშეუღლებული

და დადებითად გასაზღვრული ოპერატორები.

განვიხილოთ შემდეგი ბადე:

ωτ =

{
tk = kτ, k = 0, 1, ...n, n > 1, τ =

T

n

}
.

(3.3), ფორმულიდან მიიღება შემდეგი რეკურენტული დამოკიდებულება:

u(tk+1) = 2 cos
(
τA1/2

)
u(tk)− u (tk−1) . (3.4)

მომდევნო პარაგრაფში განვიხილავთ კოსინუს ოპერატორ ფუნქციის რაციონალურ

გახლეჩვას და მისი საშუალებით დავამტკიცებთ თეორემას ცდომილების შეფასების

შესახებ.

3.2 რაციონალური გახლეჩვა კოსინუს ოპერატორ ფუნ-

ქციისთვის

ვთქვათ H არის ჰილბერტის სივრცე და A არის თვითშეუღლებული, დადებითად

განსაზღვრული (საზოგადოდ შემოუსაზღვრელი) ოპერატორი, რომლის განსაზღვრის

არეD (A) ყველგან მკვრივიაH.-ში. ვთქვათA = A1+A2+...+Am, სადაცAj (j = 1, ...,m)

არის დადებითად განსაზღვრული და თვითშეუღლებული ოპერატორები. ჩვენი მიაზა-

ნია cos
(
τA1/2

)
, τ > 0 ოპერატორ ფუნქციებისთვის მაღალი რიგის სიზუსტის რაციო-

ნალური გახლეჩვის ფორმულის აგება.

როგორც ცნობილია, cos
(
tA1/2

)
ოპერატორ ფუნქცია ოპერატორი, განსაზღვრული

ეილერის განზოგადოებული ფორმულით:

cos
(
tA1/2

)
=

1

2

(
e−it

√
A + eit

√
A
)
, (3.5)

სადაც
{
e±it

√
A
}

არის უნიტარული ჯგუფი ოპერატორებისა, რომლებიც წარმოქმნი-

ლია
(
±iA1/2

)
ოპერატორებით.

მტკიცდება, რომ არსებობს ზღვარი lim
n→∞

(
I ± t

n
iA1/2

)−n
ϕ (I არის ერთეულოვანი

ოპერატორი), ყოველი ϕ ∈ H-თვის და ეს ზღვარი არის შემდეგი e±it
√
Aϕ .
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განვიხილოთ შემდეგი რაციონალური გახლეჩა:

V (τ) =
1

m+ 2
[V0 (τ ;A1, ..., Am) + V0 (τ ;Am, ..., A1) +

+
m∑
j=1

(
I + λτ 2Aj

)−1

]
, (3.6)

V0 (τ ;A1, ..., Am) =
(
I + ατ 2A1

)−1
...
(
I + ατ 2Am

)−1 ×

×
(
I + ατ 2Am

)−1
...
(
I + ατ 2A1

)−1
,

სადაც λ = m+2
2
−
√
m+2√

6
, α =

√
m+2

4
√

6
± i
√

m+2
96

+ λ2

2
, α არის α-ს შეუღლებული.

ვაჩვენოთ, რომ (3.6) ფორმულა გვაძლევს კოსინუს ოპერატორ ფუნქციის გახლეჩას

ლოკალურად მეექვსე რიგის სიზუსტით.

შემოვიღოთ შემდეგი აღნიშნვები:

‖ϕ‖A = ‖A1ϕ‖+ ...+ ‖Amϕ‖ , ϕ ∈ D (A) ,

‖ϕ‖A2 =
m∑

i,j=1

‖AiAjϕ‖ , ϕ ∈ D
(
A2
)
.

ანალოგიურად განისაზღვრება ‖ϕ‖Ak (k > 2).

(3.5) ფორმულის თანახმად კოსინუს ოპერატორ ფუნქციისთვის მართებულია შემ-

დეგი გაშლა:

cos
(
τA1/2

)
=

k∑
i=0

(−1)i
τ 2i

(2i)!
Ai +Rk (τ, A) , (3.7)

სადაც Rk (τ, A) არის ნაშთითი წევრი, რომლისთვისაც სამართლიანია შემდეგი შეფა-

სება:

‖Rk (τ, A)ϕ‖ ≤ 1

(2k + 2)!
τ 2k+2 ‖ϕ‖Ak+1 , ϕ ∈ D

(
Ak+1

)
. (3.8)

ინდუქციის მეთოდის გამოყენებით მივიღებთ შემდეგ გაშლას:

(
I + τ 2A

)−1
=

k∑
i=0

(−1)i τ 2iAi + R̃k (τ, A) , (3.9)

სადაც

R̃k (τ, A) = (−1)k+1 τ 2k+2
(
I + τ 2A

)−1
Ak+1. (3.10)

ცხადია, რომ R̃k (τ, A) ნაშთითი წევრისთვის სამართლიანია შემდეგი შეფასება :∥∥∥R̃k (τ, A)ϕ
∥∥∥ ≤ τ 2k+2 ‖ϕ‖Ak+1 , ϕ ∈ D

(
Ak+1

)
. (3.11)

ჩვენ გავშლით V (τ) ოპერატორს მარჯვნიდან მარცხნივ (3.9) ფორმულის გამოყე-
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ნებით ისე, რომ ნაშთითი წევრი იყოს მეექვსე რიგის τ -ს მიმართ. გვაქვს::

V (τ) =
1

m+ 2

[
V0 (τ ;A1, ..., Am) + V0 (τ ;Am, ..., A1) +

m∑
j=1

(
I + λτ 2Aj

)−1

]
=

=
1

m+ 2

[
(m+ 2) I + τ 2

m∑
i=1

(2 (α + α) + λ)Ai +

+τ 4

(
m∑
i=1

(
2
(
α2 + αα + α2

)
+ λ2

)
A2
i +

m∑
i,j=1,i 6=j

(α + α)2AiAj

)]
+R̃ (τ) , (3.12)

სადაც R̃ (τ)-თვის (3.11)-ის თანახმად მართებულია შემდეგი შეფასება:∥∥∥R̃ (τ)ϕ
∥∥∥ ≤ cτ 6 ‖ϕ‖A3 , ϕ ∈ D

(
A3
)
. (3.13)

α, α და λ პარამეტრები აკმაყოფილებს შემდეგ ტოლობებს:

2 (α + α) + λ =
m+ 2

2
,

2
(
α2 + αα + α2

)
+ λ2 =

m+ 2

24
,

(α + α)2 =
m+ 2

24
.

თუ გავითვალისწინებთ ამ ტოლობებს, მაშინ (3.12)-დან მივიღებთ:

V (τ) = I − τ 2

2
A+

τ 4

24
A2 + R̃ (τ) . (3.14)

(3.7)-ის გათვალისწინებით გვაქვს:

cos
(
τA1/2

)
= I − τ 2

2
A+

τ 4

24
A2 +R2 (τ, A) . (3.15)

(3.14) და (3.15) ტოლობებიდან, (3.8) და (3.13) ტოლობების გათვალისწინებით

მივიღებთ: ∥∥(cos
(
τA1/2

)
− V (τ)

)
ϕ
∥∥ ≤ cτ 6 ‖ϕ‖A3 , ϕ ∈ D

(
A3
)
. (3.16)

(1.4)-ში კოსინუს ოპერატორფუნქციის შე ცვლითრაციონალური გახლეჩით,მივიღებთ

შემდეგ დეკომპოზიციის სქემას:

uk+1 = 2V (τ)uk − uk−1, k = 1, ..., n− 1, (3.17)

სადაც

u0 = ϕ0, u1 = V (τ)ϕ0 + τV

(
τ√
3

)
ϕ1. (3.18)

uk ფუნქციას ვაცხადებთ u (t)-ის მიახლოებად t = tk წერტილში.
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3.3 თეორემა მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილების შე-

ფასების შესახებ

სამართლიანია შემდეგი თეორემა (ქვევით ყველგან c არის დადებითი მუდმივა).

თეორემა: ვთქვათ სრულდება შემდეგი პირობები:

(ა) λ = m+2
2
−
√
m+2√

6
, α =

√
m+2

4
√

6
± i
√

m+2
96

+ λ2

2
;

(ბ) A, Aj (j = 1, ...,m) არის თვითშეუღლებული დადებითად განსაზღვრული (სა-

ზოგადოდ შემოუსაზღვრელი) ოპერატორები;

(გ) ϕ0 ∈ D (A3) , ϕ1 ∈ D
(
A2+1/2

)
;

მაშინ (3.1)-(3.2) სქემით მიღებული მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილებისთვის

სამართლიანია შემდეგი შეფასება:

‖u(tk)− uk‖ ≤ cντ 4

(
‖ϕ1‖A2 + τ ‖ϕ0‖A3 + tk max

1≤i≤k
‖u (ti)‖A3

)
,

სადაც ν = (1 + τ 2ν0) /
√
ν0, ν0 არის Aj (j = 1, ...,m) . ოპერატორების ქვედა ზღვრების

მინიმუმი.

დამტკიცება. შევნიშნოთ, რომ თუ ϕ0 ∈ D (A3) და ϕ1 ∈ D
(
A2+1/2

)
, მაშინ (3.3)

ფორმულიდან გამომდინარეობს, რომ u (t) ∈ D (A3) ყოველი t ∈ [0, T ]-თვის.

აღვნიშნოთ მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილობა t = tk წერტილში zk-ით, zk =

u (tk)− uk. (3.4) და (3.17) ფორმულების გამოყენებით გვაქვს:

zk+1 = 2V (τ) zk − zk−1 + 2R (τ)u (tk) , (3.19)

სადაც

R (τ) = cos
(
τA1/2

)
− V (τ) . (3.20)

(3.19)-დან ინდუქციით მიიღება:

zk+1 = Ũk (L) z1 − Ũk−1 (L) z0 +
k∑
i=1

Ũk−i (L)R (τ)u (ti) =

= Ũk−i (L) z1 +
k∑
i=1

Ũk−i (L)R (τ)u (ti) , L = 2V (τ) , (3.21)

სადაც Ũk(L) ოპერატორ-პოლინომები აკმაყოფიებენ შემდეგ რეკურენტულ დამოკიდე-

ბულებას:

Ũk(L) = LŨk−1(L)− Ũk−2(L), (3.22)

Ũ0(L) = I, Ũ−1(L) = 0.
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განვიხილოთ Ũk(L) ოპერატორ-პოლინომის შესაბამისი სკალარული პოლინომი Ũk(x).

მნიშვნელოვანია ის ფაქტი, რომ Uk(x) = Ũk(2x) პოლინომები წარმოადგენს ჩებიშევის

მეორე გვარის პოლინომებს, რომელთათვისაც მართებულია წარმოდგენა:

Uk(x) =
sin ((k + 1) arccosx)

sin (arccosx)
, x ∈]− 1, 1[.

ამ ფორმულის გამოყენებით მიიღება:

Ũk(x) =
sin
(
(k + 1) arccos x

2

)
sin
(
arccos x

2

) , x ∈]− 2, 2[. (3.23)

აქედან კი გამომდინარეობს ] − 1, 1[ შუალედში ჩებიშევის კლასიკური პოლინომების-

თვის შემდეგი შეფასება: ∣∣∣Ũk(x)
∣∣∣ ≤ 2√

4− x2
, x ∈]− 2, 2[. (3.24)

შევაფასოთ (I + ατ 2Ai)
−1 ოპერატორის ნორმა. რადგან, Ai თვითშეუღლებული და და-

დებითად განსაზღვრული ოპერატორებია, გვაქვს:∥∥∥(I + ατ 2Ai
)−1
∥∥∥ = sup

x∈[ν0,+∞)

1

|1 + ατ 2x|
≤

≤
(

1 +

√
m+ 2

4
√

6
τ 2ν0

)−1

. (3.25)

ანალოგიურად მივიღებთ:∥∥∥(I + ατ 2Ai
)−1
∥∥∥ ≤ (

1 +

√
m+ 2

4
√

6
τ 2ν0

)−1

, (3.26)∥∥∥(I + λτ 2Ai
)−1
∥∥∥ ≤ 1

1 + λτ 2ν0

≤ 1

1 + τ 2ν0

. (3.27)

(3.25) და (3.26)-დან გვაქვს:

‖V0 (τ ;A1, ..., Am)‖ ≤
(

1 +

√
m+ 2

4
√

6
τ 2ν0

)−2m

≤
(

1 +
m
√
m+ 2

2
√

6
τ 2ν0

)−1

≤

≤

(
1 +

√
6

3
τ 2ν0

)−1

. (3.28)

ანალოგიურად მივიღებთ:

‖V0 (τ ;Am, ..., A1)‖ ≤

(
1 +

√
6

3
τ 2ν0

)−1

. (3.29)

(3.28) და (3.29)-ის გათვალისწინებით მივიღებთ:

‖L‖ ≤ 2

m+ 2

(
2

1 +
√

6
3
τ 2ν0

+
m

1 + τ 2ν0

)
≤ 2

1 +
√

6
3
τ 2ν0

. (3.30)
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რადგან L არის თვითშეუღლებული ოპერატორი , მაშინ (3.30)-დან მიიღება:

Sp (L) ⊂ [−ν1, ν1] , (3.31)

სადაც ν1 = 2/
(

1 +
√

6
3
τ 2ν0

)
.

ახლა შევაფასოთ τŨk (L) ოპერატორის ნორმა. როგორც ცნობილია, თუ არგუმენ-

ტი არის თვითშეუღლებელი შემოსაზღვრული ოპერატორი, მაშინ ოპერატორული პო-

ლინომის ნორმა ექვივალენტურია შესაბამისი სკალარული პოლინომის C-ნორმისა

სპექტრში. ამ ფაქტის გამოყენებით (3.24)-დან, (3.31)-ის გათვალისწინებით, მივიღებთ

τ
∥∥∥Ũk (L)

∥∥∥ = τ max
x∈Sp(L)

∣∣∣Ũk (x)
∣∣∣ ≤ τ max

x∈[−ν1,ν1]

2√
4− x2

=

=
2τ√

4− ν2
1

≤ ν. (3.32)

z1-თვის გვაქვს:

z1 = u (t1)− u1 = R (τ)ϕ0 +

(
A−1/2 sin

(
τA1/2

)
− τV

(
τ√
3

))
ϕ1. (3.33)

ანალოგიურად მივიღებთ:∥∥∥∥(A−1/2 sin
(
τA1/2

)
− τV

(
τ√
3

))
ϕ1

∥∥∥∥ ≤ cτ 5 ‖ϕ1‖A2 , ϕ ∈ D
(
A2
)
. (3.34)

(3.33)-დან, (3.16) და (3.34)-ის გათვალისწინებით მიიღება შემდეგი შეფასება:

‖z1‖ ≤ cτ 5 (‖ϕ1‖A2 + τ ‖ϕ0‖A3) . (3.35)

(3.21) ფორმულიდან, (3.16), (3.35) და (3.32) უტოლობების გამოყენებით თეორემა

დამტკიცებულია.
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დასკვნა

ჰილბერტის სივრცეში განვიხილეთ კოშის ამოცანა აბსტრაქტული ჰიპერბოლუ-

რი განტოლებისთვის. განტოლების ელიფსური ნაწილის შესაბამისი A ოპერატორი

წარმოადგენს ჯამს A1, A2, ..., Am თვითშეუღლებული და დადებითად განსაზღვრული-

ოპერატორებისა. ავაგეთ დასმული ამოცანის მიახლოებითი ამოხსნის პარალელური

ტიპის დეკომპოზიციის სქემა. ამ სქემის იდეა მდგომარეობს იმაში, რომ ყოველ ლოკა-

ლურ შუალედში პარალელურად იხსნება (ერთმანეთისგან დამოუკიდებლად) კლასიკუ-

რი სხვაობიანი ამოცანები, შესაბამისად A1, A2, A3, ..., Am ოპერატორებით. მიღებული

ამონახსნებისგან შედგენილი აწონილი საშუალო ცხადდება მიახლოებით ამონახსნად

ლოკალური შუალედის მარჯვენა ბოლოში.

დამტკიცებულია შემოთავაზებული სქემის კრებადობა და შეფასებულია, როგორც

მიახლოებითი ამონახსნის ცდომილება, ასევე პირველი რიგის წარმოებულის შესაბა-

მისი სხვაობიანი ანალოგის ცდომილობა, იმ შემთხვევისთვის, როცა საწყისი ამოცანის

მონაცემები აკმაყოფილებს ბუნებრივ საკმარის პირობებს ამონახსნის არსებობისთვის.

აგებულია ტესტური ამოცანა შემოთავაზებული სქემის რიცხვითი რეალიზაციის ალგო-

რითმის განსახილველად.

ნაშრომში ასევე განვიხილეთ ერთგვაროვანი აბსტრაქტული ჰიპერბოლური გან-

ტოლებისთვის მაღალი რიგის დეკომპოზიციის სქემა, რომელიც აგებულია კოსინუს

ოპერატორ ფუნქციისთვის რაციონალური აპროქსიმაციის საფუძველზე. წინა თავებ-

ში დამუშავებული მეთოდიკის გამოყენებით შეფასებულია მიახლოებითი ამონახსნის

ცდომილობა.
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